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KAPITEL 1

Einleitung

Das Standardmodell der Teilchenphysik beschreibt eine Vielzahl experimenteller Befunde sehr akkurat
und kann daher als eine sehr erfolgreiche Theorie betrachtet werden. Dennoch bietet es keine Erklarung
fiir dunkle Materie und den Versuch, alle Krifte der Natur im Rahmen einer vereinheitlichten Theorie
zu beschreiben. Dariiber hinaus besteht offenbar eine Feinabstimmung zwischen verschiedenen Gro-
Ben des Standardmodells, sodass der Schluss naheliegt, dass es keine vollstindige Theorie der Natur
ist. Supersymmetrie ist eine der bestmotivierten Erweiterungen des Standardmodells. Falls sie in der
Natur realisiert ist, ist es von besonderem Interesse, die Parameter der Lagrangedichte der zugrunde
liegenden Quantenfeldtheorie zu bestimmen. Es gibt verschiedene Kandidaten fiir eine fundamentale
supersymmetrische Theorie. Eine vereinfachte Variante einer minimalen supersymmetrischen Erweite-
rung des Standardmodells, das phdnomenologische MSSM mit elf freien Parametern (pMSSM11) ist
Grundlage dieser Arbeit. Der Aufgabe, Werte von Parametern eines solchen Modells mit experimentellen
Beobachtungen zu konfrontieren, dient das Programm Fittino. Das Hauptziel der vorliegenden Bachelor-
arbeit besteht darin zu untersuchen, wie effizient die dazu vorgesehenen Funktionen des Programms den
Parameterraum scannen. Dazu werden in verschiedenen Untersuchungen zwei oder sieben Parameter
mit einfachen Markov-Ketten und mit Markov-Ketten hoherer Ordnung variiert, wihrend die anderen
Parameter festgehalten werden, und daraus bestimmte KenngréBen, die die Effizienz charakterisieren,
bestimmt.

In Kapitel 2 wird ein kurzer Uberblick iiber das Standardmodell der Teilchenphysik und seine supersym-
metrische Erweiterung gegeben, sowie das hier betrachtete pMSSM11 vorgestellt. Dariiber hinaus wird
die Funktionsweise von Fittino erkldrt und die Art und Weise, wie mit Markov-Ketten und Markov-Ketten
hoherer Ordnung der Parameterraum untersucht wird.

Die Untersuchung eines zweidimensionalen Modells, in dem nur M| und M, variiert werden, wird in
Kapitel 3 dargestellt. Es wird das y>-Profil betrachtet, seine Einschrinkung durch Observablen erldutert
und Effizienz-MaBstibe auf die Untersuchungen durch Markov-Ketten und verschiedene Arten von
Markov-Ketten hoherer Ordnung angewandt. SchlieBlich wird die Korrelation der beiden Parameter
durch verschiedene Auftragungen derselben untersucht.

In Kapitel 4 werden @hnliche Methoden wie im vorigen auf die Untersuchung eines siebendimensiona-
len Parameterraums angewandt. Dabei wird das y? gegen jeden der Parameter dargestellt, die gleichen
EffizienzmalBstibe wie in Kapitel 3 auf alle sieben Parameter angewandt und einige der Korrelationskoef-
fizienten auf die gleiche Weise wie dort untersucht. Der siebendimensionale Parameterraum ist allein
schon aufgrund der hoheren Anzahl an Parametern fiir eine Untersuchung deutlich herausfordernder.
AuBerdem konnen sich durch die Art und Weise, wie die Parameter miteinander korreliert sind, komple-
xere Strukturen im y2-Profil ausbilden. Daher werden fiir ausreichend griindliche Untersuchung sehr viel



Kapitel 1 Einleitung

mehr Punkte als im zweidimensionalen Fall benotigt. Dieses Ziel wurde in der vorliegenden Studie aus
zeitlichen Griinden nicht vollstindig erreicht. Eine erste Einstufung des Verhaltens der verschiedenen
Algorithmen zur Untersuchung des Parameterraums ist dennoch moglich.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse findet sich in Kapitel 5.



KAPITEL 2

Theoretische Grundlagen

2.1 Das Standardmodell der Teilchenphysik

Das Standardmodell der Teilchenphysik ist eine renormierbare, lorentz- und eichinvariante Quanten-
feldtheorie, mittels welcher sich alle Phinomene der Erzeugung, Vernichtung und Wechselwirkung der
bekannten Elementarteilchen auf fundamentaler Ebene beschreiben lassen. Im Rahmen dieses Modells
lasst sich jedes Materieteilchen als Zusammensetzung von fundamentalen Fermionen darstellen. Die
Krifte zwischen diesen, die sie zusammen halten, voneinander abstof3en oder zerfallen lassen, werden
durch fundamentale Bosonen vermittelt.

Das Standardmodell enthilt diese Krifte als die starke und elektroschwache Kraft, welche eine
vereinheitlichte Beschreibung des Elektromagnetismus und der schwachen Kraft ist [1-3]. Eine formale,
theoretische Beschreibung finden diese Krifte in den Eichgruppen. Die Eichgruppe des Standardmodells
ist SU(3) x SU(2) x U(1). Dies sind alle Grundkrifte der Physik mit Ausnahme der Gravitation. Diese
wird im Standardmodell aufgrund ihrer relativen Schwiéche ausgelassen, durch die sie keinen messbaren
Einfluss auf gegenwirtige teilchenphysikalische Experimente hat. Man erwartet eine mit den anderen
Kriften vergleichbare Stirke der Gravitation erst bei der sogenannten Planck-Skala von 10'° GeV [4],
welche weit auBBerhalb der Reichweite derzeitiger Experimente ist.

Da alle uns gut bekannte Materie aus elementaren Materieteilchen (Quarks und Leptonen) besteht
und sich alle uns bekannten Krifte auf die drei genanten Grundkrifte zuriickfiihren lassen, kann prinzi-
piell jedes bekannte physikalische Phianomen, in dem die Gravitation zu vernachlissigen ist, auf eine
Beschreibung im Rahmen des Standardmodells zuriickgefiihrt werden.

Alle (bekannten) fundamentalen Fermionen nehmen an der schwachen Wechselwirkung teil. Dieje-
nigen, die nicht an der starken Wechselwirkung teilnehmen, nennt man Leptonen, die anderen werden
Quarks genannt. Diese treten nicht einzeln auf, sondern verbinden sich iiber die starke Wechselwirkung
immer zu Hadronen.

Quarks und Leptonen lassen sich in drei Familien einteilen, von denen jede zwei Quarks mit einer
elektrischen Ladung von +%e bzw. —%e (wobei e die Elementarladung ist), ein mit —e elektrisch geladenes
Lepton und ein ungeladenes (Neutrino) enthiilt.

Zu jedem Teilchen des Standardmodells gibt es ein Antiteilchen gleicher Masse und additiver Quan-
tenzahlen (z. B. elektrischer Ladung) umgekehrten Vorzeichens, wobei in manchen Féllen Teilchen und
Antiteilchen identisch sind.

Der derzeit einzige direkte experimentelle Zugang zu Physik jenseits des Standardmodells sind die
Neutrinooszillationen, die beweisen, dass die Ruhemasse der Neutrinos nicht verschwindet [5]. Allerdings
bedeutet dies nur eine Erweiterung des Standardmodells um drei Parameter fiir die Massen und vier fiir
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die PMNS-Matrix [6]. Dieser Abschnitt soll nur einen hochkomprimierten Uberblick geben. Ausfiihrliche
Einfiihrungen in das Standardmodell finden sich in [6] und [7].

2.2 Die supersymmetrische Erweiterung des Standardmodells

Supersymmetrie ist eine Symmetrie, die einem Fermion ein Boson zuordnet und umgekehrt. Theorien, die
jedem fermionischen Freiheitsgrad des Standardmodells (mindestens) einen bosonischen zuordnen und
umgekehrt, bieten Losungen von Problemen der Teilchenphysik an. Einige der wichtigsten Motivationen
dieser Theorie werden im folgenden aufgezihlt.

e Vereinigung: Ahnlich wie es in der Vergangenheit der Physik gelungen ist, Elektrizitit und
Magnetismus zum Elektromagnetismus zu vereinigen und diesen mit der schwachen Kraft zur
elektroschwachen Wechselwirkung, ist es ein Ziel der Physik, starke und schwache Kraft in
einer vereinheitlichten Theorie zu beschreiben, in der es nur eine Eichgruppe und eine Kopp-
lungskonstante gibt. Derartige Theorien werden als Grand Unified Theories (GUTSs) bezeichnet.
Man erwartet aufgrund der Lebensdauer des Protons eine derartige Vereinigung oberhalb der
Energieskala von 10'® GeV, sodass sie experimentell nicht zuginglich ist.! Trotzdem sagen die
meisten dieser Theorien Teilchen vorher, die den Standardmodell-Teilchen durch Supersymmetrie
zugeordnet werden konnen und auch bei Energien deutlich unter dieser Skala vorhanden sein
miissen. Insbesondere werden derartige Teilchen benétigt, damit alle drei Kopplungskonstanten
des Standardmodells tatsdchlich bei derselben Energie den gleichen Wert annehmen und nicht bei
verschiedenen [4, 6].

¢ Dunkle Materie: Das Standardmodell der Kosmologie beinhaltet ausgehend von Beobachtungen
der Astronomie die These, dass ein sehr groler Massenanteil der Materie des Universums in Form
von ,,.Dunkler Materie* vorliegt. Diese wechselwirkt nicht elektromagnetisch. Weiterhin kann diese
zum Grofteil nicht aus baryonischer Materie bestehen. Auch Neutrinos, welche diese Bedingungen
erfiillen und im Standardmodell enthalten sind, stellen keine erfolgreichen Kandidaten dar, sodass
alle Teilchen des Standardmodells ausgeschlossen sind. Ein stabiles, supersymmetrisches, massives
und neutrales Teilchen ist ein sehr aussichtsreicher Kandidat fiir die Erklidrung der dunklen Materie
im Rahmen der Teilchenphysik [8].

e Hierarchie-Problem und Feinabstimmung: Die Masse des Higgs-Bosons, das fiir die spontane
elektroschwache Symmetriebrechung verantwortlich ist, liegt mit 125 GeV sehr weit unterhalb
der GUT-Skala (gleiches gilt fiir den Abschneideparameter der Quantenchromodynamik) und
kann aus GUT-Parametern nur dann extrahiert werden, wenn diese auf etwa 24 giiltige Stellen
abgestimmt sind, vorausgesetzt, dass das Standardmodell bis knapp unterhalb der GUT-Skala
(beispielsweise bis etwa 10> GeV) giiltig ist. Andernfalls verliert das Standardmodell schon
bei deutlich niedrigeren Energien seine Giiltigkeit [6]. Der Grund sind Schleifenkorrekturen
auf die Higgs-Masse durch die Selbstwechselwirkung des Higgs-Bosons und seine Kopplung an
Fermionen. Die Selbstwechselwirkung kann durch die Kopplung an weitere Fermionen kompensiert
werden, fermionische Korrekturen durch die Kopplung an weitere skalare Teilchen, deren Existenz
man fordern muss. Genau das tut die Theorie der Supersymmetrie [4, 6].

! Der derzeit leistungsstirkste Teilchenbeschleuniger der Welt, der Large Hadron Collider (LHC) am CERN erreicht eine
Schwerpunktsenergie von 13 TeV, ist also 12 Groenordnungen unter dieser Energie. Die Elektroschwache Vereinigung
vollzieht sich dagegen bei einer Skala von 100 GeV und konnte somit schon gut erforscht werden.
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Den Fermionen, die aufgrund ihrer Chiralitdt zwei Freiheitsgrade haben, werden jeweils zwei skalare
Teilchen zugeordnet, sodass die Anzahl der Freiheitsgrade erhalten bleibt. Die Superpartner der Fer-
mionen werden als Sfermionen bezeichnet (das ,,S* steht fiir ,,skalar*). Die Superpartner spezifischer
Fermionen werden ebenfalls dadurch bezeichnet, dass dem Namen des Standardmodell-Teilchens ein
»“ vorangestellt wird und das Teilchensymbol um eine Tilde ergénzt wird (zum Beispiel ist das Scharm
¢ ein Squark ¢ und das Selektron-Sneutrino 7, ein Slepton /). Den Eichbosonen werden als Gauginos
bezeichnete Fermionen zugeordnet, deren Name auf ,,-ino* endet, und die ebenfalls durch eine Tilde
von ihren Superpartnern unterschieden werden. So werden den acht Gluonen g die Gluinos g zugeord-
net. Den Eicheigenzustinden der elektroschwachen Theorie (W*°- und B-Bosonen, aus denen durch
die elektroschwache Symmetriebrechung die Masseneigenzustinde W=, Photon y und Z hervorgehen),
werden Wino W+ und Bino B zugeordnet. Die geladenen W* mischen mit den geladenen Higgsinos
ﬁ; und H | zu vier Charginos 7 und ¥5, wohingegen WO und B untereinander und mit den neutralen
Higgsinos I:I(Z) und I:I? zu vier Neutralinos )2(1), )2(2), )?(3), /\?2 mischen.

Den Teilchen dieser Theorie wird die multiplikative Quantenzahl R-Paritit zugeordnet, die als

R — (_1)33+L+2]

definiert ist, wobei B die Baryonenzahl, L die Leptonenzahl und J den Spin bezeichnen. Fiir die bekannten
Standardmodellteilchen gilt R = 1, fiir ihre Superpartner R = —1. Falls sie erhalten ist, ist das leichteste
supersymmetrische Teilchen (LSP) stabil und somit ein moglicher Konstituent der dunklen Materie.

Bislang wurde kein supersymmetrisches Teilchen beobachtet. Dies bedeutet, dass die Supersymmetrie
gebrochen ist, sodass die Teilchen mit negativer R-Paritit sehr viel massereicher sind als ihre bekannten
Standardmodell-Partner. Es ist jedoch nicht bekannt, welcher Mechanismus diese Brechung verursacht.
Daher parametrisiert man sie durch sogenannte ,,soft SUSY breaking parameters®.

2.2.1 Das MSSM und das pMSSM11

Die im vorigen Abschnitt genannten Probleme des Standardmodells lassen sich in einem Modell 16sen, wo
jedem fermionischen Freiheitsgrad des Standardmodells nur ein bosonischer zugeordnet wird (und nicht
mehrere). Dieses Modell wird als Minimales supersymmetrisches Standardmodell (MSSM) bezeichnet.
Es umfasst aufgrund der Tatsache, dass der unbekannte Mechanismus der Supersymmetrie-Brechung
parametrisiert werden muss bei nichttrivialer Abzdhlung 105 freie Parameter. Eine solche Fiille an
Parametern experimentell und mit Computermodellen zu untersuchen, ist eine Herausforderung, die den
Rahmen jeglicher Forschung auf diesem Gebiet bei weitem sprengt. Durch geeignete Zwangsbedingungen
lasst sich die Anzahl der freien Parameter jedoch drastisch reduzieren. Setzt man alle komplexen Phasen
auf 0 und schlieft man jegliche Flavour-Verletzung jenseits des Standardmodells aus, so reduziert sich
die Anzahl der freien Parameter auf 19. Dies ist gerechtfertigt, weil die experimentell beobachtete
Flavour-Verletzung sehr gering ist und das Standardmodell ausreicht, um sie zu erkldren, sodass die
durch Supersymmetrie vermittelte Flavour-Verletzung als verschwindend gering angenommen werden
kann. Da 19 Dimensionen immer noch einen Parameterraum von enormer Grof3e bedeuten, bietet es sich
an, durch weitere Festlegungen, zum Beispiel die Gleichsetzung verschiedener Parameter, deren effektive
Anzahl einzuschrinken. Das Modell, mit dem sich diese Arbeit befasst, hat 11 freie, supersymmetrische
Parameter und wird deswegen als pMSSM11 bezeichnet. Diese sind:

e Drei Gaugino-Massen: M3,
e zwei Squark-Massen: mg, = mg, # mg,,

e zwei Slepton-Massen: m;, = my, # my,,
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die Masse des pseudoskalaren Higgs-Bosons: My,

die trilineare Kopplung A,

der Higgs-Mischungsparameter: y,

das Verhiltnis der Vakuumserwartungswerte: tan 3.

Unter Massen sind hier grundsitzlich ,,soft SUSY breaking parameters* der Lagrange-Dichte zu verstehen
und keine physikalischen Teilchenmassen. Die Indizes der Gaugino-Massen beziehen sich auf die
Eichgruppen der zugehorigen Standardmodell-Eichbosonen. Die Indizes der Squarks und Sleptonen
beziehen sich auf die Teilchen-Familien des Standardmodells. Zusitzlich zu diesen Parametern kann in
der aktuellen Untersuchung auch die mit M,y bezeichnete Energieskala der Supersymmetriebrechung
genau so wie die aufgezihlten Parameter angepasst werden. Das gleiche gilt fiir die Masse des top-Quarks
m,, wobei hierbei die experimentellen Einschrinkungen bereits dulerst eng sind [9]. Der Grund ist, dass
das verwendete Modell verglichen mit anderen Parametern des Standardmodells (deren Fehlergrenzen
dariiber hinaus in vielen Féllen kleiner sind) sehr empfindlich auf diesen Parameter ist.

2.3 Fittino und die verwendeten Observablen

Fittino ist ein Programm, mit dessen Hilfe Parameter der Lagrangedichte des MSSM? gem:f einer
iterativen Methode durch einen globalen Fit bestimmt werden konnen. Auf diese Weise sollen Erkennt-
nisse liber den Brechungsmechanismus der Supersymmetrie erlangt werden, vorausgesetzt, sie ist in der
Natur realisiert. Doch auch der Ausschluss von Modellen gelingt gerade durch einen globalen Fit. So
konnte das sogenannte constrained MSSM, ein radikal vereinfachtes Modell mit nur fiinf freien Parame-
tern, ausgeschlossen werden [11]. Fittino ist frei verfiigbar, in C++ implementiert und kann unter [12]
eingesehen werden. Eine genauere Beschreibung von Fittino findet sich in [10]. In den verwendeten
Datensitzen sind Ergebnisse der ATLAS- und CMS-Kollaboration sowie solche des astrophysikalischen
Large Underground Xenon (LUX) Dark Matter Experiments enthalten. Hinzu kommen niederenerge-
tische Observablen, die in Tabelle 2.1 aufgelistet werden. Weiterhin ist Fittino darauf ausgelegt, dass
Ergebnisse moglicher kiinftiger Collider wie des ILC verwendet werden konnen.

Zu einer Kombination von Parametern, also einem Punkt im Parameterraum, wird mit Hilfe von
»theory codes* (Theorie-Programmen), die iiber entsprechende Schnittstellen in Fittino genutzt werden,
ein Wert fiir die Giite der Anpassung y? berechnet. Dies geschieht dadurch dass die ,,theory codes*
berechnen, welche Observablen (Wirkungsquerschnitte oder Ereignisanzahlen beispielsweise) sich aus
der vorliegenden Kombination von Parametern ergeben. Diese werden mit den Daten aus Messungen,
die in die Berechnung einflieBen, verglichen. Darunter sind die in Tabelle 2.1 aufgelisteten Observablen,
Ausschluss-Grenzen durch direkte Suchen nach Supersymmetie in Hochenergiephysik-Experimenten
und Messungen aus dem Higgs-Sektor von der bereits genannten ATLAS- und der CMS-Kollaboration,
sowie des LUX-Experiments.

Der seltene Zerfall By — uu, genauer gesagt seine Zerfallsbreite F”  bzw. sein Verzweigungsverhiltnis
(Branching Ratio) B(B; — uu), ist sehr empfindlich auf die Ex1stenz supersymmetrischer Teilchen,
weil er im Standardmodell hauptsichlich iiber ein helizitdtsunterdriicktes Pinguin-Diagramm stattfindet.
Dieses enthilt dominant eine W-Boson-Top-Schleife. Ein entsprechendes Diagramm mit einer Chargino-
Stop-Schleife, kann daher merkliche Beitrdge liefern [6].

2 Fittino erméoglicht den gleichzeitigen Fit von 24 MSSM- und 7 Standardmodell-Parametern, die in [10] eingesehen werden
konnen.
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Formelsymbol Wert theoretische ~ Bedeutung
Unsicherheit

B(Bs — uu) (2,90 +0,70) - 107°[13] 26% Verzweigungsverhiltnis des
Zerfalls By — uu

B(Bs — sy) (3,43 +£0,21 +£0,07) - 1074[14] 14% Verzweigungsverhiltnis des
Zerfalls b — sy

B(B — 1v) (1,05 +0,25) - 107#[14] 20% Verzweigungsverhiltnis des
Zerfalls B — tv

Amg (17,719 £ 0,036 + 0, O23)ps‘1 [15] 24% Oszillationsfrequenz von B

ay — aM (28,7 +8,0) - 107116, 17] 7% a, = (g — 2), Differenz zw.

Messung & Standardmodell-
Vorhersage d. magnetischen
Moments des Myons

My (80,385 +0,015 +0,001) GeV[18] 0,01% Masse des W-Bosons

sin? Qe 0,23113 +0,00021 + 0,00050[19] 0,05% Wert des Weinberg-Winkels
my (173,34 +£ 0,71 £0,27) GeV][20] 1 GeV Top-Masse

Qn? 0,1187 +£0,0017[21] Kosmologischer Dichte-

parameter dunkler Materie

Tabelle 2.1: Observablen, die den Fit in Fittino beeinflussen.

Der Zerfall b — sy lduft ebenfalls dominant iiber eine W-Boson-Top-Schleife ab, auch durch eine
Chargino-Stop-Schleife ersetzt werden kann.

Der Zerfall B — tv wird im Standardmodell tiberwiegend durch ein W-Boson vermittelt. Dieses kann
in einer supersymmetischen Erweiterung durch ein geladenes Higgs-Boson ersetzt werden.

Das anomale magnetische Moment des Myons liegt in Messungen ungefihr 3 Standardabweichungen
oberhalb der theoretischen Vorhersage durch das Standardmodell [16, 17]. Dies ist moglicherweise ein
Hinweis auf Supersymmetrie, ist jedoch stark korreliert mit dem Verzweigungsverhiltnis des Zerfalls
Bs — pp [22]. Die in [11] beschriebene Analyse konnte das cMSSM nur aufgrund der Beriicksichtigung
des anormalen magnetischen Moments des Myons mit einem hohen Konfidenzniveau ausschliefen, weil
seine Zwangsbedingungen denen der anderen Observablen widersprechen.

Die Ergebnisse der Higgs-Physik werden durch HicesSionaLs [23] und HicesBounps [24] beigetragen

Von allen anderen Observablen (z. B. Teilchenmassen, Mischungswinkeln, Kopplungskonstanten
oder Zerfallsbreiten) wird angenommen, dass ihre aus [9] bekannten Werte nicht mit angepasst werden
miissen. Griinde hierfiir konnen geringe Fehlergrenzen sein (so ist zum Beispiel die Masse des Z-Bosons
um einiges genauer bekannt als die des W-Bosons [5, 9]) oder die Annahme, dass diese Observablen
nicht sensitiv auf Supersymmetrie sind, das heif3t, dass sie kein Unterscheidungskriterium zwischen dem
Standardmodell und dem pMSSM11 darstellen.

Die Berechnung des Wertes fiir y2 erfolgt gemiB der Formel

2
2 _ (Xm — xpred) 2
X = Z 5 5 + Xextern»
Observablen 7'm + (xpred ) O'pred)

wobei x,, der gemessene Wert einer Observablen und x,eq der in der Theorie vorhergesagte Wert der
Observablen ist. Der Messfehler auf die GroBe wird mit oy, bezeichnet, opreq ist die theoretische relative
Unsicherheit der GroBe. Unter y2,,.,, sind Beitrige von LUX, ATLAS- und CMS-Kollaboration sowie
HricesBounps HicGsS1GNALS zu verstehen.



Kapitel 2 Theoretische Grundlagen

2.4 Markov-Ketten und ihre Verwendung in Fittino

2.4.1 Markov-Ketten

Eine Markov-Kette ist ein statistischer Prozess auf einem Zustandsraum, der einem Zustand allein auf der
Grundlage des Zustands und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung einen weiteren Zustand zuordnet. Die
entscheidende Eigenschaft ist dabei, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung nur vom aktuellen Zustand
abhingt, und nicht von fritheren, man spricht daher von ,,Gedéchtnislosigkeit*. Dieses Prinzip lasst
sich dahingehend verallgemeinern, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung von den letzten n Zustinden
abhingt. In diesem Fall spricht man von einer Markov-Kette n-ter Ordnung.

Formal definiert man Markov-Ketten folgendermalen: Sei ¥ = (X;);y eine Familie von Zufallsvaria-
blen mit X; € §, wobei S = {s1, 52, 53,...} ein hochstens abzéhlbarer Zustandsraum ist, dann ist ¥ genau
dann eine Markov-Kette, wenn

P(Xiot = 85, 1 X = 8. X1 = 8j,1 00 X0 = 8j5) = P(Xes1 = 57, | Xy = 5

gilt. Die fritheren Zusténde s;,_, ... s, spielen also keine Rolle fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Markov-Ketten n-ter Ordnung kann man analog definieren, wobei hierbei fiir die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung

P(Xt+l = SjH] |Xt = sj,’Xt—l = sj,,p"'aXO = Sjo) = P(XZ+1 = SjH] |XI = Sj,?"'7Xt—n+l = Sjt,nﬂ)

gelten muss [25].

In der Anwendung in Fittino, auf die in den folgenden beiden Abschnitten detaillierter eingegangen
wird, entspricht der Zustandsraum S dem multidimensionalen Raum von Parametern, der zwar theoretisch
bei n Parametern dem Raum R” entspricht und somit iiberabzédhlbar unendlich viele Elemente enthélt. Da
sie jedoch technisch am Rechner als Gleitkommazahl dargestellt werden, ist die Abzihlbarkeit gegeben
(die fiir die Umsetzung ohnehin nicht zwingend notwendig ist). Die einzelnen Punkte im Parameterraum,
also eine Kombination von Parametern, entspricht den Elementen s; des Zustandsraums. Die Schritte der
Markov-Kette, entsprechend den Zufallsvariablen X;, sind diejenigen Punkte, die von der Markov-Kette
durch Zufall ausgewihlt werden. Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Punkt angesteuert wird, ist durch
eine Normalverteilung gegeben.

2.4.2 Markov Chain Sampler

Der Markov Chain Sampler ist eine Klasse in Fittino [12], die dazu dient, den Parameterraum effizient
zu untersuchen. Dieser besitzt bei fast jedem Modell, das fiir eine Untersuchung in Frage kommt, sehr
viele Dimensionen (im Falle des pMSSM11 sind es elf, wenn die Top-Masse m; und die Energieskala
der Supersymmetriebrechung Mj,,,; mit angepasst werden sogar 13). Daher wiirde ein dquidistantes
Abschreiten sehr viele untersuchte Punkte und damit sehr viel Rechenzeit erfordern. Aulerdem ist das
x? oft in weiten Teilen des Parameterraums sehr hoch, wihrend es zum Teil in nur schmalen Bereichen
niedrig ist (dies wird auch in dieser Arbeit noch zu sehen sein, zum Beispiel in Abbildung 3.1). Gerade
die Bereiche mit niedrigem y? sollten intensiv untersucht werden. Insbesondere ist das niedrigste y>
(im Folgenden szni ) von Interesse, und damit die Kombination von Parametern, fiir die die hochste
Ubereinstimmung zwischen den Modellvorhersagen und den experimentellen Resultaten besteht. Auch
ist es wichtig zu betrachten, in welchen Bereichen des Parameterraums das y> um weniger als 1 bzw. um
weniger als 5,99 tiber szin liegt. Diese Bereiche entsprechen einem Konfidenzniveau von 68% bzw. 95%,
das heif3t, der Punkt der besten Ubereinstimmung liegt mit dieser Wahrscheinlichkeit im entsprechenden
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Bereich. Aus diesen Griinden wird eine Methode benétigt, mit welcher der Parameterraum auf eine Art
und Weise untersucht werden kann, die an die Abhiingigkeit des y> von den Parametern angepasst ist.
Diese sind im Markov Chain Sampler und Higher Order Markov Chain Sampler (in Abschnitt 2.4.3 niher
erldutert) realisiert.

Da diese beiden Klassen eine Monte-Carlo-Methode verwenden, spricht man auch von ,,Markov Chain
Monte Carlo® (MCMC) bzw. ,,Higher Order Markov Chain Monte Carlo* (HOMCMC). Beides wird im
Folgenden als synonym zu den jeweiligen Fittino-Klassen verwendet.

Der Benutzer des Markov Chain Samplers legt einen Startpunkt im Parameterraum und Fehler auf die
Parameter fest. Ausgehend von diesem schlédgt der Markov Chain Sampler den nachsten Punkt geméaf
einer mehrdimensionalen Normalverteilung zuféllig vor, deren Mittelpunkt der Startpunkt ist und deren
Standardabweichung in jeder durch die Fehler auf die jeweiligen Parameter gegeben sind. Fiir den neuen
Punkt wird das y2,, berechnet und mit dem y? des letzten akzeptierten Punkts verglichen (der Startpunkt
ist per Definition akzeptiert). Ist das y? des neuen Punkts niedriger oder gleich dem y? des Startpunkts
(das heiBt, mit dem neuen Punkt ergibt sich eine bessere oder gleich gute Ubereinstimmung zwischen
Modellvorhersagen und experimentellen Ergebnissen), so wird der neue Punkt akzeptiert. Andernfalls
wird der neue Punkt nur mit einer Wahrscheinlichkeit von

p = exp 2.1

Xaew = Xiap
2

akzeptiert [11, 12]. Dabei bezeichnet Xlz,a,p das y? des letzten akzeptierten Punkts. Falls der neue Punkt
akzeptiert wird, wird er zum Mittelpunkt der mehrdimensionalen Normalverteilung, gemaf} der Punkte
durch Zufall vorgeschlagen werden. Falls er nicht akzeptiert wird, bleibt der letzte akzeptierte Punkt das
Zentrum der Normalverteilung, geméf der ein nichster Punkt vorgeschlagen wird. Die Standardabwei-
chung dieser Normalverteilung bleibt erhalten. Ein Punkt wird auch dann nicht akzeptiert, wenn er sich
auBlerhalb von Grenzen befindet, die durch den Benutzer festgelegt werden. Diese sollen sicherstellen,
dass die Untersuchung auf einen gewissen Bereich eingeschrinkt bleibt. Punkte auflerhalb dieser Grenzen
werden allerdings vorgeschlagen und ihr y? berechnet, um die a priori gewihlten Grenzen a potseriori zu
rechtfertigen oder bei spéteren Untersuchungen anders zu wihlen. Die genannte Abfolge (Vorschlagen
eines neuen Punkts ausgehend vom letzten akzeptierten, Entscheidung tiber Akzeptanz) kann beliebig oft
wiederholt werden.

Der Sinn des Kriteriums fiir die Akzeptanz besteht darin, den Minimalwert sznin zu finden, indem jedes
2 mit Sicherheit akzeptiert wird, wenn es niedriger als das y> des letzten akzeptierten Punkts ist. Durch
das Kriterium in Gleichung 2.1 wird es allerdings auch ermoglicht, dass auch Punkte mit hoherem y? als
bereits gefunden untersucht werden. Dies ist wichtig, weil der Parameterraum komplizierte y?-Profile
beinhalten kann. Insbesondere sollen neben dem globalen Minimum sznin auch Nebenminima gefunden
und wieder verlassen werden.

2.4.3 Higher Order Markov Chain Sampler

Der Higher Order Markov Chain Sampler (HOMCMC) ist eine Fittino-Klasse, die alternativ zum MCMC
verwendet werden kann. Bei dieser werden Markov-Ketten hoherer Ordnung verwendet, um den Parame-
terraum zu untersuchen. Auf diese Weise soll insbesondere die Kovarianz der Parameter beriicksichtigt
werden und die Grofle der Fehler auf die Parameter an empirische Werte des Parameterraums angepasst
werden. Dies soll zu einer noch hoheren Effizienz als beim MCMC fiihren, was im Rahmen dieser Arbeit
iberpriift wird.

Das Akzeptanz-Kriterium ist beim HOMCMC und MCMC identisch. Der Unterschied besteht darin,
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wie neue Punkte vorgeschlagen werden. Der Benutzer legt wie beim MCMC auch den Startpunkt und
Unsicherheiten auf die Parameter fest. Dariiber hinaus wird die Ordnung # der Kette festgelegt. Anfangs
wird das MCMC benutzt, bis n akzeptierte Punkte vorhanden sind. Sobald dies gegeben ist, wird das
HOMCMC im eigentlichen Sinne benutzt. Aus den letzten n akzeptierten Punkten wird deren Mittelwert
in jeder Dimension gemaf

-1

K=o 2%

berechnet [26, 27]. Dieser wird benotigt um die Varianz o> auf empirische Weise gemiB
1 ¢ -
ot = ;;(Xi X =x2-X

zu berechnen[26, 27]. Die empirische Kovarianz Cov(X, Y) zwischen zwei Parametern X und Y berechnet
sich gemif
Cov(X,Y) = Z(Xi X, - 1)
i=1
Sie ist umso groBer, je groBler die Varianz eines der beiden Parameter ist [26, 27]. Um ein Mab fiir die
Korrelation zwischen zwei Parametern zu erhalten, dessen Grof3e nicht davon abhéngt, wie grof3 die

Varianz eines der Parameter ist, fithrt man den Korrelationskoeffizienten px y zwischen den Gréen X

und Y ein, der als
_ Cov(X,Y)

PXY = (X0 (Y)
definiert ist. Empirisch berechnet er sich gemif

X - XY - Y)
JE (X = X2 S (- T

PXy =

Diese GroBlen sind in der Kovarianzmatrix enthalten, die in einem n-Dimansionalen Parameterraum
folgende Form hat [26, 27]:

2 .
o P00, P1n919,
2
P12010, 05

pn—l,no-rzl—lo-n
pl,no-lo—n e pn—l,no—n—lo-n On

Im HOMCMC wird diese diagonalisiert, bevor ein neuer Punkt im Parameterraum vorgeschlagen wird.
Der Vektor, der den letzten akzeptierten Punkt im Parameterraum darstellt, wird in den Eigenraum der
Kovarianzmatrix transformiert. Nach der Transformation ist er der Mittelpunkt einer multidimensiona-
len Normalverteilung, deren Varianzen die Eintrdage der diagonalisierten Kovarianzmatrix (i. e. deren
Eigenwerte) multipliziert mit einem Skalenfaktor sind. Dieser wird vom Benutzer festgelegt. Er wird in
dieser Untersuchung immer kleiner als 1 gewihlt. Davon verspricht man sich hohere Anteile akzeptierter
Punkte, weil dadurch die Breite der Normalverteilung im Eigenraum der Kovarianzmatrix verkleinert
werden. Gemil dieser Normalverteilung wird ein neuer Punkt im Eigenraum vorgeschlagen und in den
Parameterraum zuriick transformiert. Dort wird nach dem bereits beschriebenen Kriterium entschieden,

10
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ob er akzeptiert wird. Diese Abfolge von Vorschlagen eines neuen Punkts und Entscheidung iiber dessen
Akzeptanz kann ebenfalls beliebig oft wiederholt werden.

Falls Korrelationskoeffizienten von mehr als 0,9 oder weniger als —0,9 zwischen zwei Parametern
auftreten, werden diese automatisch auf 0,9 bzw. -0, 9 gesetzt. Dieser Wert kann vom Benutzer auch
anders gewihlt werden. Die Motivation fiir diese Wahl ist es, Korrelationskoeffizienten von 1 oder —1
zu vermeiden. Wenn sich dies, und damit eine vollstindige (Anti-)Korrelation einstellt, verliert das
untersuchte Modell einen Freiheitsgrad; jede Wahl des einen Parameters legt den Wert des anderen
vollstindig fest. Neue Punkte wiirden dann nur noch auf einer Hyperebene vorgeschlagen werden, die
eine Dimension weniger als der Parameterraum hat. Daher ist es unmdglich, nach einer vollstdndigen
(Anti-)Korrelation den kompletten Parameterraum zu untersuchen. Dariiber hinaus treten gravierende
numerische Probleme auf, wenn eine solche Korrelation erreicht ist, denn dann ist ein Eigenwert gleich 0,
und damit auch die Breite einer Normalverteilung im Eigenraum Kovarianzmatrix. Je hohere Betrige des
Korrelationskoeffizienten zugelasen werden, desto kleiner konnen die Eigenwerte werden und daher die
Normalverteilung in einer Dimension des Eigenraums umso schmaler. Mit einer Wahl von 0,9 als Grenze
werden sehr geringe Breiten der Normalverteilung ausgeschlossen.

Der Vorteil des HOMCMC besteht zum einen darin, dass die Fehler auf die Parameter nicht vom
Benutzer festgelegt werden miissen, sondern sich aus der Form des Parameterraums ergeben. Zum
anderen bedeutet die Beriicksichtigung der Kovarianz, dass die Dichte vorgeschlagener Punkte an die
Form des Parameterraums angepasst wird. Dadurch passt sich die Form der Normalverteilungen, gemif
der neue Punkte vorgeschlagen werden (auch ,,proposal density functions* genannt) an das y>-Profil an,
zum Beispiel, wenn es eine Achse im Parameterraum gibt, um die das y? niedriger als in der Umgebung ist.
Es ist jedoch wichtig, die Einstellungen (das heifit den Skalenfaktor und die Ordnung der Kette) ,,richtig*
zu wihlen. Mit ungiinstigen Einstellungen ist es gut moglich, dass das HOMCMC den Parameterraum
schlechter als das MCMC untersucht. Daher werden in der zweidimensionalen Untersuchung in Kapitel 3
verschiedene Einstellungen des HOMCMC mit dem MCMC verglichen, insbesondere in Abschnitt 3.4.

11






KAPITEL 3

Zweidimensionale Untersuchungen

Um einen grundlegenden Eindruck vom Verhalten der verschiedenen Sampler zu erhalten, werden
zundchst alle Parameter bis auf M| und M, festgehalten, sodass ein zweidimensionaler Parameterraum
untersucht wird. Auf diese Weise sind die Ergebnisse recht anschaulich und es ist schon bei relativ
wenigen Schritten (ungefihr 10°) zu erwarten, dass der Parameterraum griindlich untersucht wurde. Um
mehr Statistik zu erzeugen, werden mehrere Ketten parallel mit demselben Anfangspunkt losgeschickt:
Zwolf fiir den HOMCMC und 20 fiir den MCMC. Dabei ist zu beachten, dass jeweils vier Ketten des
HOMCMC die gleiche Ordnung besitzen, ndmlich 100, 300 oder 500, und dass hiervon nur jeweils zwei
den gleichen Skalenfaktor besitzen (immer entweder 0,7 oder 0,5), sodass auch hierbei Unterschiede im
Verhalten zu erwarten sind und an entsprechender Stelle getrennt betrachtet werden miissen. Zusétzlich
wird der Parameterraum mit einigen Ketten 500. Ordnung mit einem Skalenfaktor von 0,3 untersucht.

3.1 Startbedingungen

Da es von Interesse ist, an welchem Punkt im Parameterraum die Markov-Ketten starten und bei welchen
Werten die festgehaltenen Parameter in der Untersuchung liegen, wird in Tabelle 3.1 ein Uberblick
dariiber gegeben. Darin ist auch angegeben, wie grof3 der Fehler auf die jeweiligen Parameter gewéhlt
wurde, was seine Unter- und Obergrenze ist, und ob er festgehalten wurde. Die Bedingungen sind fiir alle
Ketten von MCMC und HOMCMC gleich.

Zudem wird verlangt, dass das Neutralino das leichteste supersymmetrische Teilchen (LSP) ist, was es
wie schon in Abschnitt 2.2 dargelegt zu einem natiirlichen Kandidaten fiir die dunkle Materie macht.

Der Startpunkt wurde anhand einer vorlaufigen Untersuchung des elfdimensionalen Parameterraums
ausgewihlt, weil das y? an dieser Stelle relativ niedrig ist.

3.2 y2-Profile

Auf diese Weise wurden mit dem MCMC 2555000 Punkte erzeugt und 1712980 mit dem HOMCMC.
Zusammen genommen bedeutet das ausreichend viel Statistik fiir die jeweiligen y?-Profile, die in
Abbildung 3.1 zu sehen sind. Darin bildet M| die x-Achse, M, die y-Achse und das ,\/2 die durch Farben
dargestellte z-Achse.

Man erkennt, dass fiir —400 GeV < M; < —360 GeV das )(2 nur schwach von M; abhiéngt, sodass es
iber einen weiten Bereich in M, (500 GeV < M> < 4000 GeV) nahezu konstant bleibt. Dagegen ist der
Bereich mit My = —360 GeV bzw. M, < 500 GeV, in dem )(2 niedrig ist, sehr schmal. Dies lédsst auf eine

13



Kapitel 3 Zweidimensionale Untersuchungen

Parameter Wert Fehler Untergrenze Obergrenze Festgehalten?
Minpu/GeV 1500 1 -10 10000 ja
M,/GeV -375,46 10 —1000 1000 nein
M;,/GeV 1081,07 10 0 4000 nein
M3/GeV 2349,75 1 -4000 4000 ja
mg, /GeV 5930,89 1 0 6000 ja
mg,/GeV 5944,38 1 0 6000 ja
mj, [GeV 1042,48 1 0 2000 ja
my,/GeV 1008,99 1 0 4000 ja
My/GeV 2443,84 1 0 4000 ja
A 3291,69 1 -5000 5000 ja
u 388,83 1 -5000 5000 ja
tan g 55,50 1 0 60 ja
m;/GeV 174,75 1 130 215 ja

Tabelle 3.1: Startbedingungen der zweidimensionalen Untersuchungen. Die Startwerte wurden auf die zweite
Nachkommastelle gerundet. Die Fehler auf festgehaltene Grofen spielen keine Rolle bei der Untersuchung des
Parameterraums.

0 280260

M, [GeV] M, [GeV]
Abbildung 3.1: y?-Profile in Abhingigkeit von M; und M,, welche hier als einzige Parameter frei variiert wurden.
Links die mit dem MCMC erzeugten Punkte, rechts die vom HOMCMC erzeugten. Es sei darauf hingewiesen,
dass die x-Achsen der beiden Diagramme anders als die y-Achsen nicht die gleichen Grenzen haben. Wihrend
das Maximum in M, und das Minimum in M, jeweils in etwa gleich sind, wurden vom MCMC auch Punkte mit
hohem M/ und niedrigem M, erzeugt, die das HOMCMC nicht erzeugt hat. Auffillig ist, dass die beiden Parameter
fir M, z —360 GeV (entsprechend M, < 500 GeV) sehr stark miteinander korreliert sind, sodass nur ein sehr
schmaler Bereich ein niedriges y? enthlt. Der Bereich nahe am Nullpunkt wird nur vom MCMC erreicht und hat
nur in einem sehr kleinen Teil (fiir niedrige Werte von M,) niedrige Werte vom y?. Genau dieser kleine Bereich
mit niedrigem y? entsteht nur dadurch, dass in die am LEP gefundene Auschlussgrenze fiir die Charginomasse
nicht beriicksichtigt wurde. Diese ist mit einem Konfidenzniveau von 95% hoher als 103,5 GeV [28]. Da allerdings
nur sehr wenige Punkte hiervon betroffen sind (1,2% beim MCMC und 2,5% beim HOMCMC) und das Ziel
dieser Arbeit keine Aussage zur Bestitigung oder zum Ausschluss des pMSSM11, sondern die Untersuchung des
Verhaltens von Markov-Ketten ist, machen diese Punkte keinen bedeutenden Unterschied fiir diese Arbeit aus. Bei
einer Analyse im Hinblick auf die Giiltigkeit des pMSSM11 sollte diese Ausschlussgrenze beriicksichtigt werden.

14



3.3 Ursache der Einschridnkung des Profils fiir groBe M

starke Korrelation zwischen diesen beiden Parametern schlieBen. AuB3erdem stellt sich unmittelbar die
Frage, welche Observablen diesen Bereich so stark einschridnken.

3.3 Ursache der Einschrankung des Profils fr groBe M,

Um diese Frage zu beantworten, werden 2000 &dquidistante Punkte fiir ein festgehaltenes M; von
—310 GeV im Intervall 300 GeV < M, < 700 GeV erzeugt, sodass sich ein scheibenartiger Schnitt durch
die Diagramme aus Abbildung 3.1 ergibt, bei dem die Schrittweite 0,2 GeV betrigt. Fiir diese Punkte
wird der Beitrag zum y? von verschiedenen Observablen aufgetragen. Das Ergebnis ist in Abbildung 3.2
zu sehen.
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Abbildung 3.2: Die y>-Beitriige der verschiedenen Observablen erkliren den schmalen Bereich, auf den M, fiir
grofle M| eingeschriankt wird. Auf der y-Achse ist in logarithmischer Darstellung jeder einzelne Beitrag zam Wert
vom y? gegen M, in GeV auf der x-Achse dargestellt. M, ist konstant —310 GeV.

Man erkennt, dass die Observable Qcpm/h?, die die Restdichte! der dunklen Materie im Universum
angibt, fast auf dem gesamten Intervall den dominanten Beitrag zum y? stellt. Nur im Bereich von
330 GeV < M; < 350 GeV bricht ihr Beitrag um bis zu 5 Groflenordnungen ein, sodass hier das gesamte
x? deutlich geringer ist als in allen anderen Bereichen. Oberhalb dieses Bereichs bleibt der Beitrag von
Qcpmh? konstant bei etwa 60, wihrend er fiir kleinere Werte von M, deutlich groBer ist, ndmlich bis zu
3000. Im Bereich 330 GeV < M, < 350 GeV dominieren die Observablen, die dem Paket HicGsS1GNALS
entstammen, die Beitriige zum y?, im restlichen Bereich ist ihr Beitrag der zweitgroBte. Bemerkenswert

! Genau genommen handelt es sich um den kosmologischen ParameterQcpm = pcpm/po, der als der Quotient aus der Dichte der
dunklen Materie pcpm und der kritischen Dichte py des Universums definiert ist. Diese ist die Dichte, bei der die Expansion
des Universums zum Stillstand kommt. Hat das Universum eine niedrigere Dichte, expandiert es ewig, hat es eine hohere
Dichte, kehrt sich die Expaansion in endlicher Zeit in eine Kontraktion um [8].
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ist, dass die Beitrdge aller Observablen auf3er Qcpmh? nahezu konstant iiber den gesamten Bereich in M,
bleiben und somit keinen nennenswerten Beitrag zur Form des y2-Profils leisten.

Eine Darstellung desselben Sachverhalts in nichtlogarithmischer Auftragung, eingeschrinkt auf den
Bereich des kleinsten Beitrags von Qcpmh?, lisst gut erkennen, dass es sich in der Nidhe des Minimums
tatsdchlich um eine fast parabelformige Kontur handelt (siehe Abbildung 3.3).
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=
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Abbildung 3.3: Nichtlogarithmischer Ausschnitt aus Abbildung 3.2. Man erkennt, dass die Form des y2-Beitrags
durch Qcpymh?® nidherungsweise parabelformig ist. Im Bereich M, > 340 GeV ist der Anstieg jedoch eher linear.

Es ist dariiber hinaus interessant, ein vergleichbares Diagramm orthogonal dazu fiir den etwas breiteren
Bereich in Abbildung 3.1 zu erstellen, in dem )(2 kaum von M, abhingt. Dazu wird M, konstant auf
2500 GeV gehalten und 250 Punkte mit einem Abstand von 0,2 GeV im Intervall —400 GeV < M| <
—350 Gev erzeugt. Das Ergebnis ist in Abbildung 3.4 zu sehen.

Man erkennt, dass hier das Verhalten (auf einer anderen Skala) qualitativ sehr dhnlich ist. Wieder ist
Qcpmh? die einzige Observable die sich auf diesem Intervall merklich verdndert, sodass sie die Form des
x>-Profils vorgibt. Die Form dieses Beitrags ist ebenfalls annihernd parabelférmig, wobei sich auch hier
rechts vom Minimum ein annihernd linearer Bereich einstellt. Die einzigen anderen Beitrige zu 2, die
groBer als 3 sind, sind das y? von HiGGsSIGNALs mit einem konstanten Wert von 17 (in Abbildung 3.3
erkennt man, dass es dort konstant 18 ist, also iiber diesen sehr groen Bereich nur minimal variiert) und
der mit FEynHiGGs berechnete Beitrag durch das anormale Magnetische Moment des Myons (welcher
hier konstant 9 betriigt; er steigt also iiber einen sehr groen Bereich mit M>).

3.4 Effizienzvergleich

Die Effizienz der Untersuchung des Parameterraums wird durch verschiedene Gréen charakterisiert,

unter anderem der Anteil der akzeptierten Punkte, das minimale y? = sznin’ das gefunden wurde, der
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Abbildung 3.4: Beitriige der verschiedenen Observablen zum y? fiir ein konstantes M, von 2500 GeV. M; wurde
von —400 GeV bis —350 GeV variiert, sodass ein Bereich untersucht wurde,in dem das )(Z-Proﬁl nur sehr schwach
von M, abhingt und somit effektiv von M| eingeschréinkt wird (vgl. Abbildung 3.1).

Anteil der Punkte, fiir die x> < x> + 1 bzw. x> < y* + 5,99 gilt, sowie die GroBe der entsprechenden
Gebiete im Parameterraum. Fiir einen Vergleich dieser Grofen ist es wichtig, auf der gleichen statistischen
Grundlage zu argumentieren. Dies bedeutet, dass man gleich viele und gleich lange Ketten als Grundlage
seiner Auswertung benutzen muss. Der Grund liegt vor allem darin, dass die Ketten von ihrem Startpunkt
aus mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit nach einer begrenzten Anzahl von Schritten das Minimum
finden und aus diesem wieder heraus laufen. Eine Betrachtung verschieden langer Ketten kann daher
anhand der genannten Kriterien nur schwerlich eine Aussage iiber die Effizienz treffen, weil beispielsweise
eine zu kurze Kette noch nicht ins Minimum gelangt ist. Durch gleich lange Ketten ldsst sich dieses
Problem vermeiden. Da es moglich ist, dass durch Zufall manche Ketten in verschiedene Regionen des
Parameterraums gelangen, ist es wichtig, gleich viele Ketten gemeinsam zu betrachten. Wenn man gleich
viele Ketten betrachtet, ist die Wahrscheinlichkeit fiir jede Einstellung gleich, dass eine unterschiedliche
Entwicklung auf dem Zufall basiert, wohingegen intrinsische Unterschiede durch die verschiedenen
Gedichtnisgrofen oder verschiedene Skalenfaktoren einen Beitrag leisten sollen. Das wird im folgenden
iberpriift.

Da nur Ketten gleicher Ordnung mit gleichem Skalenfaktor zusammen betrachtet werden sollten
und nur jeweils zwei Ketten des HOMCMC in dieser Kombination iibereinstimmen, ergibt sich bei
einer Kettenlinge von 130000 Punkten eine statistische Grundlage von 260000 Punkten fiir diesen
Vergleich. Eine Kette 500. Ordnung mit Skalenfaktor 0,7 brach nach 75000 Punkten ab, sodass sich
fiir diese Einstellung nach Kombination mit der anderen Kette mit 145000 Punkten 220000 Punkte als
statistische Grundlage ergeben. Hinzu wird eine Analyse genommen, bei welcher der Skalenfaktor von
Markov-Ketten 500. Ordnung auf 0,3 gesetzt wurde.
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Sampler MCMC HOMCMC

SF - 0,3 0,5 0,7

Ordnung - 500 100 300 500 100 300 500
N 260000 | 260000 | 260000 260000 260000 | 260000 260000 260000
Nace 87349 | 187703 | 186481 149129 141870 | 133368 120342 102371
akzept. Anteil 0,34 0,72 0,72 0,57 0,54 0,51 0,46 0,47
)(fnin 242 24,5 24,5 24,6 24.5 24.4 24.5 24.6
m 0,023 0,033 0,069 0,013 0,008 0,009 0,008 0,008
775,99 0,37 0,72 0,77 0,55 0,51 0,51 0,43 0,44
M1 acc 0,067 0,045 0,094 0,023 0,015 0,017 0,016 0,016
115,99 acc 0,85 0,85 0,89 0,75 0,72 0,76 0,68 0,69

Tabelle 3.2: Vergleichswerte der Effizienz von MCMC und HOMCMC verschiedener Ordnung, welche jeweils
durch die Zahl in der mit ,,Ordnung™ bezeichneten Spalte angegeben wird. Unter den Ketten hoherer Ordnugn ist
ferner zwischen verschiedenen Skalenfaktoren SF zu unterscheiden. N ist die Anzahl der untersuchten Punkte, N,..
die der akzeptierten. Der Quotient aus beiden ist der akzeptierte Anteil. In den nichsten Zeilen ist der Anteil 7 aller
Punkte aufgelistet, dessen y*> um weniger als 1 oder 5,99 oberhalb des minimalen y? aus derselben Punktmenge
liegt. Der Index ... bedeutet, dass in diesen Anteil nur akzeptierte Punkte eingehen, das heif3t es wird jeweils die
Anzahl der akzeptierten Punkte an allen akzeptierten Punkten betrachtet. Alle Dezimalzahlen sind gerundet.

Im Hinblick auf die akzeptierten Punkte ist zu beachten, dass eine Rate von 20% bis 50% akzeptierten
Punkte wiinschenswert ist. Der akzeptierte Anteil ist daher bei keiner Einstellung zu niedrig, wohl aber
bei manchen zu hoch. Insbesondere wenn der Skalenfaktor niedrig ist, werden viele Punkte akzeptiert
(bis zu 72%). Dies bestitigt die Annahme aus Abschnitt 2.4.3, dass ein niedriger Skalenfaktor zu hohen
Akzeptanzraten fiihrt. Auch ist die Akzeptanzrate umso hoher, je niedriger die Ordnung der Markov-
Ketten bei jeweils gleichem Skalenfaktor ist. Eine Ausnahme davon sind die Ketten 300. und 500.
Ordnung mit Skalenfaktor 0,7. Bei letzteren weicht die Gesamtzahl der Punkte jedoch von den anderen
Anzahlen ab, sodass die Aussagekraft dieses Befundes nicht vollig gesichert ist.

Hinsichtlich des minimalen gefundenen Werts vom y? ergibt sich fiir die verschiedenen Einstellungen
kein nennenswerter Unterschied. Etwaige Abweichungen an der ersten Nachkommastelle sind bei den
verschiedenen HOMCMC-Einstellungen eher auf den Zufall zuriickzufiihren. Eine Ausnahme bildet das
MCMC, fiir den sznin mit 24,2 den niedrigsten Wert annimmt. Auch wenn dieser Wert nur 0,2 bis 0,4
unterhalb des Werts vom Xlznin aus den anderen Einstellungen liegt, ist nicht auszuschlieBen, dass dieser
Punkt dadurch gefunden werden konnte, dass ein weiterer Bereich im Parameterraum untersucht wurde,
was man in Abbildung 3.1 und Tabelle 3.3 erkennt.

Die mit Abstand meisten Punkte mit y? < )(fnin + 1 wurden mit Markov-Ketten 100. Ordnung mit
einem Skalenfaktor von 0,5 erzeugt. Generell scheint eine Abhingigkeit der Art zu bestehen, dass in
diesem Intervall umso mehr Punkte erzeugt werden, je geringer der Skalenfaktor und die Ordnung der
Kette ist. Ersteres verwundert nicht, weil ein kleiner Skalenfaktor bedeutet, dass der Zufallsgenerator
kleine Schritte bestimmt. Die Ordnung der Kette kann insofern einen Einfluss haben, als diese ihre
Bewegungsrichtung in einem Gebiet mit einer nicht verschwindenden Korrelation zwischen den beiden
Parametern womoglich ihre Bewegungsrichtung umso langsamer dndert, je hoher ihre Ordnung ist. Dies
kann auch erkldren, dass die einfache Markov-Kette mit 0,023 einen verhiltnisméBig hohen Anteil an
Punkten in diesem Intervall vom y? hat.

Der Anteil der Punkte, die im Intervall y* < )(Izn o 135,99 liegen, ist fiir alle Ketten dhnlich groB wie
der Anteil der akzeptierten Punkte. Insgesamt lédsst sich auch hier eine Tendenz dazu erkennen, dass
eine niedrigere GeddchtnisgrofSe und ein niedrigerer Skalenfaktor einen groeren Anteil solcher Punkte
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3.4 Effizienzvergleich

bedeuten. Beim MCMC ist der Anteil der Punkte in diesem Intervall mit 0,37 geringer als bei allen
HOMCMC-Einstellungen. Dies kann als Hinweis auf eine hohere Effizienz des HOMCMC interpretiert
werden.

Insbesondere kann man folgern, dass Markov-Ketten hoherer Ordnung das Intervall mit y? < szin +
5,99 gleich gut oder besser als einfache Markov-Ketten untersuchen, obwohl diese eine sehr hohe Anzahl
an Punkten im Intervall mit y? < sznin + 1 finden. Das bedeutet wahrscheinlich, dass die Ketten hoherer
Ordnung Nebenminima oder flache Gebiete um das globale Minimum effizienter verlassen. Das ist ein
wiinschenswertes Verhalten.

Bei ausschlieBlicher Betrachtung akzeptierter Punkte in denselben y2-Intervallen zeigt sich wieder
die Tendenz zu umso héheren Werten, je niedriger die Ordnung der Kette und der Skalenfaktor sind.
Die Tatsache, dass die Anteile der akzeptierten Punkte im jeweiligen Intervall an allen akzeptierten
Punkten hoher als die entsprechenden Anteile ohne Beriicksichtigung dieses Kriteriums sind, zeigt,
dass Akzeptanz und niedriges y? korreliert sind. Dies ist verstindlich, wenn man das Kriterium in
Abschnitt 2.4.2 betrachtet, nach dem iiber das Akzeptieren entschieden wird. Je hoher der Wert vom y>
iber dem Wert )(fa.p. des letzten akzeptierten Punkts liegt, desto unwahrscheinlicher ist es, dass dieser
Punkt als akzeptiert gewertet wird.

X <X + 1
Sampler Ordnung | SF | Mimin | Mimax | Mamin | M2 .max
MCMC - - -373,2 | -179,4 | 187,3 | 521,1
HOMCMC | 500 0,3 | =377,1 | =329,9 | 362,3 592,0
HOMCMC | 100 0,5 | -377,3 | =333,9 | 370,1 597,7
HOMCMC | 300 0,5 | =-377,8 | =343,2 | 385,6 | 611,6
HOMCMC | 500 0,5 | =377,0 | =331,4 | 366,3 | 5879
HOMCMC | 100 0,7 | =376,5 | —310,3 | 334,6 | 576,6
HOMCMC | 300 0,7 | =377,4 | -337,8 | 378,8 | 6004
HOMCMC | 500 0,7 | =377,6 | =338,4 | 380,1 605,6
Y <x%. +5,99

Sampler Ordnung | SF | M| min Mimax | Momin | M2max

MCMC - - -386,9 | —164,0 | 170,7 | 2358,0
HOMCMC | 500 0,3 | =387,2 | =329,4 | 361,2 | 2679,7
HOMCMC | 100 0,5 | -387,3 | =329,2 | 359,3 | 2714,0
HOMCMC | 300 0,5 | =387,3 | =343,0 | 384,5 | 2788.,5
HOMCMC | 500 0,5 | =387,2 | =325,0 | 358,6 | 2668.,5
HOMCMC | 100 0,7 | =387,2 | =301,0 | 320,6 | 2605,6
HOMCMC | 300 0,7 | =387,3 | =329,2 | 367,0 | 2728,5
HOMCMC | 500 0,7 | =387,3 | =336,7 | 3794 | 27574

Tabelle 3.3: Intervallgrenzen der Gebiete mit y* < x2. + 1 bzw. y* < x2. +5,99. In die Zahlen sind auch nicht
akzeptierte Punkte eingegangen, jedoch selbstverstindlich keine mit unendlichem y?. Alle Werte von M, und M,
sind in GeV und wurden auf die erste Nachkommastelle gerundet.

Neben den bisherigen Betrachtungen iiber Anteile von Punkten in gewissen y2-Intervallen ist es auch
wichtig zu wissen, wie grof3 die jeweiligen Bereiche im Parameterraum sind, die diesen Intervallen
entsprechen. Die hochsten und niedrigsten Werte der Parameter M, und M», die die Bedingung erfiillen,
dass y? < sznm +1bzw. y? < sznm + 5,99 ist, sind in Tabelle 3.3 zu sehen. Hierbei ist /\(Iznin das niedrigste

x? in der entsprechenden Gesamtheit von Punkten mit der jeweiligen Einstellung, kann also zwischen den
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verschiedenen Einstellungen geringfiigig variieren, wie in Tabelle 3.2 zu sehen ist. Vor allem sollte jedoch
beachtet werden, dass die Werte M| 2 min bzw. M1 2 max keine echten Intervallgrenzen des Xz—Proﬁls
darstellen, sondern nur den jeweils durch Zufall gefundenen minimalen oder maximalen Wert von einem
Punkt, der die Bedingung an das y? erfiillt. Andernfalls diirften die Werte nimlich nur dadurch variieren,
dass der Punkt mit dem minimalen y? durch Zufall an verschiedenen Stellen gefunden wurden. Es ist zu
erwarten, dass die Werte von M 2 min bzw. M1 2 max sich immer mehr den tatsdchlichen Intervallgrenzen
nihern, je mehr Punkte erzeugt werden. Es sei daran erinnert, dass die Form des y?-Profils nicht davon
abhiéngt, mit welcher Art von Markov-Ketten der Parameterraum untersucht wurde.

Es fillt auf, dass fiir beide )(Z—Intervalle der Wert M min fast identisch ist, was darauf hindeutet, dass
niedrige Werte von M| intensiv untersucht wurden. Im Hinblick auf M| .« fallen deutliche Unterschiede
auf. Insbesondere das MCMC liegt mit M| max = —179,4 GeV bzw. M| max = —164,0 GeV fiir Y’ <
sznin +1bzw. % < sznin + 5,99 deutlich hoher als die entsprechenden Werte fiir die verschiedenen
Einstellungen des HOMCMC. Dies lasst sich bereits vermuten, wenn man Abbildung 3.1 betrachtet.
Offenbar bewegt sich das MCMC deutlich weiter in den engen, stark antikorrelierten Bereich hinein.
Auch die verschiedenen Einstellungen des HOMCMC zeitigen im Hinblick auf M| n,« sehr verschiedene
Resultate, die mit Werten von —343,2 GeV bis —310,3 GeV fiir y* < x2. + 1 bzw. —343,0 GeV bis
-301,0 GeV y? < sznin + 5,99 jedoch eine niedrigere Spanne aufweisen als der Unterschied zwischen
MCMC und HOMCMC.

Da bei niedrigen Werten von M, bzw. hohen Werten von M| die beiden GroéBen sehr stark antikorreliert
sind, ergeben sich fiir den Wert von M, nin die gleichen Verhaltensweisen wie fiir M pax. Je hoher
letzteres fiir eine Einstellung ist, desto niedriger ist ersteres. Wiederum sind die Werte fiir M3 pin beim
MCMC mit groBem Abstand am niedrigsten.

Im Bereich, wo M hoch ist, ist keine besonders enge Korrelation zwischen M, und M; zu erkennen.
Trotzdem gilt auch hier, dass M3 max umso hoher ist, je niedriger M min ist, es liegt also auch hier eine
gewisse Antikorrelation vor, auch wenn diese aus Abbildung 3.1 nicht so leicht zu erkennen ist wie
die Korrelation zwischen M min und M max. Das )(2—Proﬁ1 ist also auch hier nicht ganz senkrecht zur
x-Achse. Die Tatsache, dass sich die Antikorrelation fiir das Intervall mit y? < sznin + 1 besser erkennen
lasst als fiir das mit y? < Xilin + 5,99, lisst darauf schlieBen, dass sich das Tal im y2-Profil allmihlich
einer Senkrechten zur x-Achse annidhert, sodass minimale Variationen in M; (zum Beispiel 0,1 GeV)
eine grofBe Differenz in M, bedeuten konnen. Neben eher geringfiigigen Schwankungen von M n,x flir
verschiedene HOMCMC-Einstellungen fillt auf, dass dieser Wert beim MCMC deutlich niedriger ist.
Allerdings ist die Diskrepanz relativ zum Betrag von M> im Allgemeinen niedriger als bei M.

Generell zeigt sich, dass der jeweilige Bereich von M, deutlich groBer ist als der von M, das y>-Profil
ist also flacher in dieser GroBe. Dies lésst sich aus Abbildung 3.1 erkennen und anhand der Zahlen in
Tabelle 3.3 quantifizieren.

Zusétzlich zum generellen Vergleich der Effizienz von MCMC und HOMCMC ist es von Interesse zu
betrachten, wie sie sich im sehr schmalen Bereich im /\(Z—Proﬁl verhilt (in dem M, und M, stark korreliert
sind, wie in Abschnitt 3.5 dargelegt wird). Dazu werden die gleichen Kriterien wie bisher in diesem
Abschnitt auf die gleichen Ketten angewandt, nur dass solche Punkte, bei denen M| < —350 GeV ist,
vollig ignoriert werden, sodass der schmale Bereich iibrig bleibt. Auf diese Weise ergibt sich generell eine
kleinere und jeweils unterschiedliche Anzahl an betrachteten Punkten. Die sich ergebenden Werte sind in
Tabelle 3.4 zu sehen. Die Wahl der Grenze von —350 GeV erscheint angesichts von Abbildung 3.1 ein
wenig zu niedrig, weil sich das y?-Profil insbesondere beim MCMC erst bei ein wenig hoheren Werten
von M einengt. Aus der dort gewihlten Art der Darstellung lésst sich allerdings nicht erkennen, ob viele
oder wenige Punkte in einem Bin liegen. Bei hoheren Grenzen ergibt sich aulerdem recht das Problem,
dass immer weniger Punkte vorliegen, je hoher die Grenze gewihlt wird. Bei einigen Einstellungen des
HOMCMC sind bereits bei der gewihlten Grenze von —350 GeV nur recht wenige Punkte vorhanden
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Sampler MCMC HOMCMC

SF - 0.3 0.5 0.5
Ordnung - 500 100 300

N 44633 3979 1731 885

Nace 5341 158 283 16
akzept. Anteil | 0,120 0,002 | 0,040 £0,003 0,163 +0,009 0,018 + 0,005
X 24,2 24,5 24,5 24,6

m 0,060 + 0,002 | 0,023 +0,003 0,099 +0,008 0,011 +0,004
11599 0,179 £ 0,002 | 0,067 +0,004 0,239 +0,011 0,027 + 0,005
Mace 0,480+ 0,007 | 0,54+0,04  0,58+0,03  0,56+0,13
175.99.acc 0,959 £0,003 | 0,96+0,02 0,97 +0,01 1,00
Sampler HOMCMC

SF 0,5 0,7 0,7 0,7
Ordnung 500 100 300 500

N 4193 6399 2016 1299
Nace 50 57 16 12
akzept. Anteil | 0,012 0,002 | 0,009 +0,002 0,008 + 0,002 0,009 + 0,003
X 24,5 24.4 24,5 24,6

m 0,005 + 0,001 | 0,004 + 0,001 0,004 +0,002 0,005 + 0,002
1599 0,019+ 0,002 | 0,013 +0,002 0,012+0,003 0,019 +0,004
Mace 0,42+0,07 | 0,47+0,07  0,50£0,13  0,58+0,15
175.99.acc 0,88+0,05 | 0,98+0,02  0,88+0,09 1,00

Tabelle 3.4: Die gleichen Effizienzkriterien wie in Tabelle 3.2, angewandt auf die gleichen Punkte mit der Bedingung,
dass M; > —350 GeV sein muss. Wegen der geringen Punktzahlen, auf die sie sich beziehen, sind Fehler auf alle
Anteile ausgerechnet worden. Der Wert vom szin wurde auf die erste Nachkommastelle gerundet.

(vgl. Tabelle 3.4). Wiren diese Anzahlen noch geringer, wiirden die Unsicherheiten darauf im Verhéltnis
zum absoluten Wert grofer.

Das minimale gefundene )(2 von allen Punkten befindet sich offenbar im Bereich mit M; > —350 GeV,
denn die entsprechenden Werte sind in Tabelle 3.2 und 3.4 identisch. Die gefundene Gesamtzahl an
Punkten in diesem Bereich nimmt sehr unterschiedliche Werte an. Wéhrend das MCMC mit Abstand die
meisten Punkte (44633) in diesem Gebiet gefunden hat, ergeben sich mit den verschiedenen HOMCMC-
Einstellungen Anzahlen von 885 bis 6399, die jedoch nur schwerlich in eine RegelméBigkeit einzuordnen
sind. Weder ldsst sich mit Sicherheit eine Korrelation zwischen der Anzahl und der Ordnung der Kette
noch zwischen der Anzahl und dem Skalenfaktor herstellen. Man muss davon ausgehen, dass statistische
Fluktuationen hier eine nicht zu vernachlissigende Rolle spielen.

Da alle Anteile auf der Grundlage von relativ kleinen Gesamtzahlen N und noch kleineren Anzahlen
an akzeptierten Punkten N,.. berechnet wurden, sind die Fehler anders als in Tabelle 3.2 nicht mehr
grundsitzlich zu vernachlédssigen und wurden mit angegeben. Der Fehler An auf einen Anteil 7 wurde

gemal
[n-(1-1n)
Anp = |———
4 n

berechnet, wobei n die Anzahl der jeweiligen Punkte, also N oder Ny ist. Dies ist nur eine Ndherung,
die insbesondere bei kleinen Werten von 1 sehr grob und bei = 1, 00 selbstverstiandlich nicht giiltig
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ist. Gerade bei den niedrigeren Punktzahlen, die in Tabelle 3.4 vorliegen, ergeben sich Fehler, die
beriicksichtigt werden sollten. Insgesamt l4sst sich jedoch sagen, dass keiner der Fehler so hoch ist, das
das Ergebnis an Aussagekraft verliert.

Der Anteil an akzeptierten Punkten im Bereich mit M; > —350 GeV ist in allen Fillen deutlich
niedriger als bei Beriicksichtigung aller Punkte und niedriger als erwiinscht. Der Wert ist beim MCMC
mit 12% deutlich hoher als bei allen Einstellungen von Markov-Ketten hoherer Ordnung, mit Ausnahme
von Ketten 100. Ordnung mit einem Skalenfaktor von 0,5. Bei diesen liegt ein Anteil von 16,3% vor,
wohingegen bei allen anderen Einstellungen maximal 4% (zumeist jedoch weniger als 2%) der Punkte
akzeptiert werden. Generell scheint der Anteil umso hdher zu sein, je niedriger der Skalenfaktor und die
Ordnung der Kette sind.

In Bezug auf den Anteil an Punkten, deren Wert vom )(2 kleiner als der Minimalwert + 1 ist, bietet
sich ein dhnliches Bild. Die Markov-Ketten 100. Ordnung mit Skalenfaktor 0,5 erreichen den hochsten
Wert (9,9%), danach kommen einfache Markov-Ketten (6,0%), wohingegen die anderen weit darunter
liegen. Diese beiden Hochstwerte sind hoher als in Tabelle 3.2, wohingegen es sich fiir die anderen
Werte umgekehrt verhilt. Dass der akzeptierte Anteil umso hoher ist, je hoher der Anteil an Punkten
mit y? < sznin + 1 ist, liegt daran, dass diejenigen Markov-Ketten, die in einem sehr flachen Bereich im
)(Z—Proﬁl bei M| > —350 GeV bleiben, auf diese Weise die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt akzeptiert
wird, sehr hoch halten.

Die Anteile der Punkte, bei denen )(2 < sznin + 5,99 ist, verhalten sich genau wie diejenigen, bei
denen y? < sznin + 1 ist, was sicherlich dieselbe Ursache hat. Allerdings sind sie immer niedriger als
in Tabelle 3.2, weil die Werte vom Xz abseits des Minimums bei Werten von M; > —350 GeV steiler
ansteigen als in den Bereichen, wo sich ein breiteres Tal im y2-Profil ausbildet, zum Beispiel bei hohen
Werten von M; (vgl. Abbildung 3.1).

Bemerkenswert ist, dass bei allen Einstellungen fast jeder zweite akzeptierte Punkt Werte vom y? <
sznin + 1 und fast jeder Werte vom y? < Xr2nin + 5,99 hat. Der Anteil ist somit deutlich hoher als ohne
Einschrinkungen beziiglich M. Dies liegt daran, dass nah am absoluten Minimum akzeptierte Punkte
(die umso seltener sind, je hoher der Wert vom y tiber dem Wert des letzten akzeptierten Punkts liegt) nur
selten deutlich iiber dem Minimalwert vom y? liegen konnen. Es sollte hierbei allerdings bedacht werden,
dass die Anzahl akzeptierter Punkte mit M; > —350 GeV sehr gering ist, was groBere Unsicherheiten
bedeutet.

Analog zu den Werten in Tabelle 3.3 ist es von Interesse zu betrachten, wie weit die Intervalle in M,
und M>, sind, fiir die ,\/2 < sznin + 1 bzw. XZ < sznin + 5,99 gilt, wenn nur Punkte mit M| > -350 GeV
betrachtet werden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.5 zu sehen. Es sei darauf hingewiesen, dass wie bei
Tabelle 3.3 keine wirklichen Intervallgrenzen, sondern nur der héchste und niedrigste gefundene Wert
als Maximal- und Minimalwert bezeichnet werden, und dass alle Werte auf die erste Nachkommastelle
gerundet sind.

Die Werte von M| nin haben keine Aussagekraft, weil sie sich aus der Bedingung ergeben, die anfangs
an die Werte von M gestellt wurde. Da der Wert vom )(fnin mit und ohne Bedingung an M; derselbe ist,
miissen die Werte von M i, in den entsprechenden Xz—Intervallen weiterhin dieselben wie in Tabelle 3.3
sein. Die Maximalwerte M . sind ebenfalls identisch, weil sie durch die Bedingung an M nicht
beeinflusst werden.

Da M und M, stark miteinander korreliert sind wird der Wert von M) nin durch diese Bedingung
ebenfalls nicht veréndert. Der Wert von M> max wiederum wird ebenfalls durch die Bedingung festgelegt,
dass M; > —350 GeV sein muss. Es gibt Punkte in den entsprechenden y?-Intervallen, in denen M,
hoher ist, doch bei diesen ist M| < =350 GeV, sodass diese in Tabelle 3.5 nicht beriicksichtigt werden.

Insgesamt scheinen die Ketten 100. Ordnung mit Seinem Skalenfaktor von 0,5 den stark korrelierten
Teil des Paramerterraums besonders effizient zu untersuchen, doch sie sind im Rahmen dieser Unter-
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3.5 Korrelation zwischen M| und M»

X2 < sznin +1
Sampler Ordnung | SF | M min M1 max | Momin | M2 max

MCMC - - -350,0 | =179,4 | 187,3 | 406,8
HOMCMC | 500 0,3 | =350,0 | —=329,9 | 362,3 | 4074
HOMCMC | 100 0,5 | =350,0 | =333,9 | 370,1 | 406,8
HOMCMC | 300 0,5 | =349,8 | —343,2 | 385,6 | 407,1
HOMCMC | 500 0,5 | =349,8 | =331,4 | 366,3 | 4073
HOMCMC | 100 0,7 | =349,9 | =310,3 | 334,6 | 4074
HOMCMC | 300 0,7 | =347,6 | -337,8 | 378,8 | 400,6
HOMCMC | 500 0,7 | =349,7 | =338,4 | 380,1 | 400,4

)(2 <)(r2nin +5,99
Sampler Ordnung | SF | Mimin | Mimax | M2min | M2max

MCMC - - -350,0 | —164,0 | 170,7 | 418,0
HOMCMC | 500 0,3 | =350,0 | —=329,4 | 361,2 | 416,9
HOMCMC | 100 0,5 | =350,0 | =329,2 | 359,3 | 416,5
HOMCMC | 300 0,5 | =349,8 | —343,0 | 384,5 | 4177
HOMCMC | 500 0,5 | —=349,8 | =325,0 | 358,6 | 4133
HOMCMC | 100 0,7 | =349,9 | =301,0 | 320,6 | 4133
HOMCMC | 300 0,7 | =349,9 | =329,2 | 367,0 | 417,8
HOMCMC | 500 0,7 | =350,0 | =336,7 | 3794 | 414,1

Tabelle 3.5: Intervallgrenzen der Gebiete mit y> < Xim + 1 bzw. y* < sznin + 5,99, angewandt auf Punkte, bei

denen M; > —350 GeV ist. Alle Werte von M, und M, sind in GeV und wurden auf die erste Nachkommastelle
gerundet.

suchung nicht so weit wie das MCMC in diesen Bereich vorgedrungen zu sein. Es ist gut moglich,
dass sich die Form der mehrdimensionalen Normalverteilung, nach der Punkte vorgeschlagen werden,
besser an die Form des y?-Profils anpasst, wenn der Startpunkt in diesem Bereich gewihlt wird. Fiir
diese Untersuchung stand nicht genug Zeit zur Verfiigung, um dies zu iiberpriifen. Bei einer spéteren
Untersuchung sollte diese Moglichkeit jedoch in Betracht gezogen werden. Fiir eine vollstindigere
Untersuchung des gesamten Parameterraums sollten die Ketten am besten in verschiedenen Bereichen
des Parameterraums starten, um besser auf die verschiedenen Konturen des y?-Profils eingestellt zu sein.

3.5 Korrelation zwischen M und M,

Bereits am Anfang der Analyse (in Abschnitt 3.2) wurde angesichts der Diagramme in Abbildung 3.1 die
Vermutung geduBert, dass die beiden Parameter in diesem Bereich stark miteinander antikorreliert sein
miissen. Dies soll nun auf zwei Weisen iiberpriift werden. Zum einen wird der vom HOMCMC berechnete,
empirische Korrelationskoeffizient der beiden Gréen M; und M, mit und ohne Einschriankungen an
einen der Parameter gegen die Iteration aufgetragen. Da der Bereich starker Korrelation den niedrigsten
Werten von M> bzw. den héchsten von M entspricht, ist eine Einschrinkung des Intervalls durch eine
Obergrenze fiir M, oder eine Untergrenze fiir M, ein gutes Kriterium, um die Bereiche, in denen starke
Korrelation erwartet wird oder nicht, zu unterscheiden. Zum anderen wird der Korrelationskoeffizient
gegen die jeweiligen Parameter aufgetragen, sodass sich ein direkter Zusammenhang erkennen lassen
sollte.

Zunichst zur Methode, bei der eine Bedingung an die Werte einer Variablen gestellt wird. Hierbei
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Abbildung 3.5: Korrelationskoeffizient p(M, M,) des HOMCMC gegen die Iteration aufgetragen fiir eine Kette
100. Ordnung. In rot sind alle Werte dargestellt, in blau nur diejenigen, fiir die M; groBer als =350 GeV ist. Man
erkennt, dass letztere eine starke Antikorrelation aufweisen.

T 1 « All Points

Only Points with M‘ > -350 GeV

x10°

\
100
Iteration Counter

Abbildung 3.6: Zum Vergleich: Korrelationskoeftizient p(M;, M,) des HOMCMC gegen die Iteration aufgetragen
fiir eine weitere Kette 100. Ordnung. In rot sind alle Werte dargestellt, in blau nur diejenigen, fiir die M; groBer als
—350 GeV ist. Man erkennt, dass letztere eine bemerkenswerte Antikorrelation aufweisen, die jedoch nicht so stark
ist wie in Abbildung 3.5

bietet es sich an, M; auszuwéhlen, weil sich bei dieser Variablen der vermutlich stark korrelierte Schweif
besser sichtbar vom weniger stark korrelierten Gebiet abtrennen lisst. Die Untergrenze der Werte, die
separat dargestellt werden, wird als =350 GeV gewihlt.

Das Ergebnis ist in Abbildung 3.5 zu sehen. Fiir alle Punkte einer Kette 100. Ordnung wurde der
Korrelationskoeffizient p(M;, M) zwischen den beiden Parametern gegen die Schrittzahl der Kette rot
aufgetragen. In Blau sind nur diejenigen Punkte aufgetragen, an denen M; > —350 GeV ist. Fiir diese
relativ restriktive Bedingung sind nur sehr wenige Punkte vorhanden. Dennoch kann man erkennen, dass
bei dieser Kette diese Punkte eine starke Antikorrelation aufweisen, typischerweise gilt p(M1, M») <
-0, 8. Da der Korrelationskoeffizient relativ stark schwankt, ist ersichtlich, dass die Darstellung mehrerer
Ketten in einem Diagramm sehr uniibersichtlich ist. Qualitativ sieht der Verlauf jeder Kette relativ dhnlich
aus, nicht immer ist die Antikorrelation bei Punkten mit M; > —350 GeV so stark wie in diesem Beispiel,
was man in Abbildung 3.6 sieht. Doch auch in diesem Beispiel ist die Antikorrelation nicht unerheblich.

Da sich die Frage stellt, ob sich der Korrelationskoeffizient fiir Ketten hoherer Ordnung anders
verhilt als die bisher betrachteten, wurde in Abbildung 3.7 ein entsprechendes Diagramm dargestellt.
Man sieht, dass die Schwankungen nicht innerhalb so weniger Schritte wie in Abbildung 3.5 und 3.6
ablaufen. Abgesehen davon ist das Verhalten qualitativ allerdings gleich. Insbesondere ist auch hier eine
moderate Antikorrelation zwischen den beiden Parametern zu erkennen. An den aufeinanderfolgenden
blauen Punkten erkennt man, dass die Antikorrelation immer stdrker wird, je ldnger sich die Kette
im Bereich mit M; > —350 GeV aufhilt. Sie verldsst diesen Bereich allerdings, bevor eine extreme
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Abbildung 3.7: Analog zu Abbildung 3.5 und 3.6 wurde der Korrelationskoeffizient des HOMCMC gegen die
Iterationszahl in einer Kette 500. Ordnung aufgetragen. Man erkennt, dass er nicht so schnell variiert, ansonsten
jedoch ein sehr dhnliches Verhalten zeigt.

Antikorrelation erreicht ist. Sobald die Kette wieder Punkte mit M; < =350 GeV erreicht, sinkt der
Betrag des Korrelationskoeffizienten, das heift sie verlédsst den Bereich starker Antikorrelation.

Generell siecht man in Abbildung 3.5, 3.6 und 3.6, dass nur wenige Punkte in dem Bereich gefunden
wurden, in dem M groBer als =350 GeV ist.

Eine direktere Analyse, die den Vorteil bietet, dass hierbei alle Ketten auf einmal betrachtet werden
konnen, ist in Abbildung 3.8 zu sehen. Ein Parameter (M| oder M>) ist auf der x-Achse aufgetragen, der
Korrelationskoeffizient p(M, M>) bildet die y-Achse. Auf der z-Achse sind durch Farben die Anzahl der
im Parameterraum untersuchten Punkte in einem Kistchen dargestellt. Die runden Punkte stellen den
Durchschnitt von p(M, M>) in einem Bin der x-Achse dar, sodass fiir kleine Intervalle von M| oder M>
der durchschnittliche Korrelationskoeffizient zu erkennen ist. Die Grundlage dieser Abbildung sind alle
Ketten mit einem Skalenfaktor von 0,5 oder 0,7.
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Abbildung 3.8: Der Korrelationskoeffizient p(M;, M,) des HOMCMC (y-Achse) gegen einen Parameter auf
der x-Achse aufgetragen (links M, rechts M;). Die Farben stellen die Anzahl der untersuchten Punkte im
Parameterraum mit den entsprechenden Werten dar. Die runden Punkte im Diagramm stellen den Mittelwert des
Korrelationskoeffizienten im entsprechenden Intervall des Parameters dar. Man erkennt sehr gut, dass der schmale
Bereich im y?-Profil (entsprechend M; > —350 GeV bzw. 200 GeV < M, < 1000 GeV) jeweils sehr starken
Antikorrelationen entspricht.

Das Ergebnis lédsst keinen Zweifel daran, dass die Antikorrelation im Bereich M; > —-350 GeV
bzw. 200 GeV < M, < 1000 GeV merklich gegeben ist. Diese Betrachtungsweise hat die erfreuliche
Eigenschaft, dass hier der Durchschnitt des Korrelationskoeffizienten unmittelbar gesehen werden kann
und nicht einzelne Punkte von Beispielketten betrachtet werden miissen.
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KAPITEL 4

Siebendimensionale Untersuchungen

Fiir die Untersuchung eines siebendimensionalen Parameterraums werden die Parameter M, M», tan 3, u,
MT] s Mi3 und M4 variiert, wihrend die anderen weiterhin festgehalten werden. Somit werden im Wesent-
lichen elektroschwache Phanomene untersucht, wohingegen der stark koppelnde Sektor ausgeklammert
wird. Es werden jeweils 20 Markov-Ketten mit dem MCMC und 20 mit dem HOMCMC eingesetzt,
deren Léange nur durch die Rechenleistung und die zur Verfiigung stehende Zeit eingeschriankt wurde.
Anders als bei der zweidimensionalen Untersuchung ist die Einstellung des HOMCMC bei allen Ketten
gleich, nimlich als Kette 500. Ordnung mit Skalenfaktor 0,7. Auf diese Weise wurden 3530000 Punkte
mit dem MCMC und 2660000 mit dem HOMCMC erzeugt. Obwohl dies jeweils mehr Punkte als im
zweidimensionalen Fall sind, ist die Dichte der Untersuchung in diesem Fall weitaus niedriger, weil
das zu einer Einheitslinge x korrespondierende Raumvolumen gemif x¢ wichst, wobei d die Anzahl
der Dimensionen ist. Daher briuchte man in sieben Dimensionen m’/? Punkte, um die gleiche Dichte
wie bei einer zweidimensionalen Untersuchung zu erlangen, wenn m die Anzahl der Punkte ist, mit der
diese zwei Dimensionen untersucht wurden. Dies wiren 2, 67 - 1022 bzw. 6, 58 - 102! Punkte fiir MCMC
bzw. HOMCMC, wenn man die gleiche Dichte wie bei den Untersuchungen in Kapitel 3 erreichen
wollte. Dabei wurde noch nicht beriicksichtigt, dass die untersuchten Intervalle von M; und M, im
siebendimensionalen Fall sogar deutlich grofier als im zweidimensionalen Fall sind. Es ist zwar davon
auszugehen, dass eine solch hohe Dichte mit einer solch immensen Anzahl von Punkten nicht notig ist,
um den Parameterraum zu untersuchen, vorausgesetzt die Fehler auf die Parameter sind grof3 genug.
Dennoch sind Zweifel daran angebracht, ob die Untersuchungen den Parameterraum gut abdecken. Dies
wird in den néchsten Abschnitten tiberpriift.

4.1 Startbedingungen

In Tabelle 4.1 findet sich ein Uberblick iiber die Startbedingungen, die in dieser Untersuchung gewihlt
wurden. Der Startpunkt ist fir MCMC und HOMCMC identisch, nur die Groe des Fehlers wurde
verschieden gewihlt. Daher gelten alle Spalten fiir beide Sampler, auBer der Fehler, bei dem explizit
angegeben ist, ob er sich auf MCMC oder HOMCMC bezieht. Abgesehen von den Fehlern ist der
Startpunkt dariiber hinaus identisch mit dem der zweidimensionalen Untersuchung, bei der jedoch alle
Parameter auler M, und M, festgehalten werden (vgl. Tabelle 3.1).

Auch hier wird gefordert, dass ein Neutralino das leichteste supersymmetrische Teilchen ist.
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Parameter Wert Fehler Untergrenze Obergrenze Festgehalten?
MCMC HOMCMC

Minpu/GeV 1500 1 1 -10 10000 ja
M,/GeV —375,46 10 20 —-1000 1000 nein
M>/GeV 1081,07 10 20 0 4000 nein
M;/GeV 2349,75 1 1 -4000 4000 ja
mg, /GeV 5930,89 1 1 0 6000 ja
mg,/GeV 5944,38 1 1 0 6000 ja
mj [GeV 1042.,48 10 20 0 2000 nein
my,/GeV 1008,99 10 20 0 4000 nein
My/GeV 2443 .84 25 50 0 4000 nein
A 3291,69 1 1 -5000 5000 ja
u 388,83 30 50 —-5000 5000 nein
tan 8 55,50 1 2 0 60 nein
m;/GeV 174,75 1 1 130 215 ja

Tabelle 4.1: Startbedingungen der siebendimensionalen Untersuchungen. Die Startwerte sind auf die zweite
Nachkommastelle gerundet. Wihrend alle Startwerte von Parametern, sowie ihre Unter- und Obergrenzen fiir alle
Ketten gleich gewihlt wurden, wurden die Fehler auf die nicht festgehaltenen Gré3en beim HOMCMC grofler
gewihlt. Daher werden sie fiir den MCMC und den HOMCMC getrennt angegeben.

4.2 y*-Profile

Da der Wert vom y? nicht in einem Diagramm in Abhiingigkeit von allen sieben Parametern zugleich
dargestellt werden kann, wird jeweils eine Projektion auf einen Parameter dargestellt. Falls die Unter-
grenze des y>-Profils zu beiden Rindern hin ansteigt, deutet das darauf hin, dass der Parameterraum
in Abhéngigkeit von diesem Parameter gut untersucht wurde, weil ein Minimum gefunden wurde, um
das herum das y?-Profil ansteigt. Man weif} in einem solchen Fall jedoch nicht immer, ob es sich beim
gefundenen Minimum nur um ein lokales und nicht globales in diesem Parameter handelt, weil sich
dieses auBerhalb des untersuchten Intervalls befindet und wegen einer Barriere mit hohem y? nicht
erreicht wurde. Dies lisst sich jedoch ausschlieBen, wenn das Histogramm einen Bereich abdeckt, der
sich (ungefihr) mit den Grenzen deckt, die einem Parameter in der Eingabedatei (per Annahme) gesetzt
werden. Ein anderes Problem ist das fehlende Wissen dariiber, ob fiir einen festen Wert eines Parameters
ein niedrigerer Wert vom y? als der niedrigste gefundene gefunden werden kann, wenn die anderen
Parameter eine passende Kombination haben. Da dies jedoch fiir jeden Punkt in eines Parameters gilt, ist
das Finden eines niedrigeren Werts als des vorhandenen in jedem Teilintervall gleich wahrscheinlich —
vorausgesetzt, in jedem Teilintervall gibt es gleich viele Punkte, was selbstverstiandlich nicht gegeben ist.
Dennoch ist bei ausreichender Statistik nicht davon auszugehen, dass durch das zufillige Finden einiger
weniger Punkte das y2-Profil wesentlich verformt wird.

In Abbildung 4.1 ist die Projektion des y2-Profils auf M als Beispiel fiir eine Dimension dargestellt, das
heiBt y? auf der y-Achse ist gegen M auf der x-Achse aufgetragen. Zusitzlich ist auf der z-Achse durch
Farben dargestellt, wie viele Punkte in einer Kombination von kleinen Intervallen der beiden Parameter
vorhanden sind. Der Bereich mit negativem M; wurde recht intensiv untersucht. Die Untergrenze des
x2-Profils ist im Bereich zwischen —400 GeV und —120 GeV sehr flach. Wihrend ihr Anstieg bis zu
Werten von M; ~ —1300 GeV sehr moderat ist, scheint der Bereich —100 GeV < M; < 100 GeV sehr
hohe Werte vom y? zu enthalten. Ob das Profil symmetrisch unter einer Spiegelung an der y-Achse ist,
lasst sich aufgrund der sehr geringen Anzahl an Punkten mit positivem M| nicht beurteilen.
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Abbildung 4.1: Projektion der y2-Profile auf den Parameter M. Die farbig dargestellte z-Achse gibt an, wie viele
Punkte im jeweiligen Kistchen vorliegen. Links das Ergebnis des MCMC, rechts des HOMCMC. Man erkennt,
dass letzterer ein deutlich groBeres Intervall in M; untersucht hat und auch in den positiven Bereich von M,
vorgedrungen ist. Um einen Wert von 0 GeV herum scheint eine sehr hohe Barriere im y?-Profil zu sein, die das
MCMC nicht tiberwunden hat, weil die Unsicherheiten auf die Parameter nicht grof3 genug angenommen wurden
(vgl. Abbildung 4.2). Aus dem gleichen Grund erreicht das HOMCMC auch niedrigere Werte von M. Die Ober-
und Untergrenzen der x-Achsen der Diagramme entsprechen dem hochsten bzw. niedrigsten gefundenen Wert
des auf ihr dargestellten Parameters (der entsprechende Eintrag ist nicht im Diagramm zu sehen, wenn sein Wert
vom y? oberhalb des dargestellten Intervalls liegt). Dadurch zeigt sich ein weiterer Unterschied: Beim MCMC
liegen die hochsten und niedrigsten Punkte in M, sehr nahe (AM,; < 20 GeV) an solchen, wo das y? sehr niedrig
ist (x? < 35). Dies liegt ebenfalls an zu klein angenommenen Unsicherheiten. In beiden Fillen ist auch bei deutlich
kleineren Werten von M als im zweidimensionalen Fall ein niedriges y> moglich, beim HOMCMC auch bei
hoheren. Dies liegt daran, dass bei diesen Werten die anderen Parameter andere Werte annehmen als diejenigen,
die bei der zweidimensionalen Untersuchung festgehalten wurden.

Im Hinblick auf das unterschiedliche Verhalten von MCMC und HOMCMC fillt auf, dass bei ersterem
die Unsicherheiten auf die Parameter als zu gering angenommen wurden, sodass ein deutlich kleinerer
Bereich in M, als beim HOMCMC untersucht wurde. Dies bestitigt Abbildung 4.2. Darin ist fiir neun
zufillig ausgewdhlte Ketten der Fehler auf M; gegen die Iterationszahl aufgetragen. Schon zu Beginn
der Benutzung des HOMCMC liegen die Fehler auf M; bei den verschiedenen Ketten zwischen etwa
70 GeV und 240 GeV, was bedeutet, dass die Unsicherheiten in Tabelle 4.1 als deutlich zu niedrig
gewihlt wurden, insbesondere beim MCMC. Die Unsicherheiten auf die anderen Parameter werden vom
HOMCMC ebenfalls als groBer als in Tabelle 4.1 ermittelt,sind jedoch aus Platzgriinden nicht abgebildet.
Trotz der als zu klein angenommenen Fehler wurde in dieser Untersuchung M; auf einem gréBeren
Intervall als bei der zweidimensionalen Untersuchung variiert. Dies liegt daran, dass der Wert vom y? im
zweidimensionalen Fall stark ansteigt, wenn M/ einen Wert von ungefihr —400 GeV unterschreitet, weil
die anderen Parameter so festgehalten werden, dass hohe Betrige von M, ausgeschlossen werden (siche
Abbildung 3.1). Bei sieben freien Parametern dagegen konnen andere Parameter so gewéhlt werden, dass
weitere Bereiche in M ein niedriges y* ermoglichen.

In Abbildung 4.2 fillt auch auf, dass sich eine Kette ab 70000 Iterationen abweichend von den anderen
verhilt, sodass deutlich grolere Unsicherheiten auf M angenommen werden. Auch in den Abbildungen
in Abschnitt 4.4 zeigt diese Kette ein deutlich abweichendes Verhalten. Das liegt vermutlich daran, dass
sie in einen anderen Bereich des Parameterraums gelangt. Um dies zu iiberpriifen, ist in Abbildung 4.3
nur mit Punkten dieser Kette eine zu Abbildung 4.1 analoge Auftragung der Haufigkeit von Punkten
in Abhingigkeit von M; und y? zu sehen. Man erkennt, dass viele der Punkte mit positivem M; von
dieser Kette stammen. Sie ist also tatsdchlich in einen anderen Teil des Parameterraums als die meisten
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anderen Ketten gelangt. Von den Punkten mit positivem M/, die nicht von dieser Kette stammen, gehtren
nur sehr wenige zu anderen Ketten, die in Abbildung 4.2 zu sehen sind. Manche der dort abgebildeten
Ketten besitzen sogar iiberhaupt keine Punkte in diesem Bereich von M/ mit einem y? von weniger als 60
(haben also in einer zu Abbildung 4.3 analogen Auftragung keine sichtbaren Punkte mit positivem My).
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Abbildung 4.2: Fiir neun verschiedene, zufillig ausgewéhlte Ketten wurde die Grofe des Fehlers auf M, in GeV
gegen die Iterationszahl aufgetragen. Diese beginnt bei der ersten Iteration, bei der das HOMCMC verwendet
wurde. Man erkennt also auch, dass erst nach knapp 10000 Iterationen 500 akzeptierte Punkte vorhanden sind. Die
Fehler sind um einiges grofer als in Tabelle 4.1 gewihlt. Da sie sich hier aus den akzeptierten Punkten berechnen,
bedeutet dass, dass die willkiirliche Wahl bei den Startbedingungen zu klein war. Dies erklirt das verschiedene
Verhalten von MCMC und HOMCMC, das sich in Abbildung 4.1 und den Abbildungen in Anhang A zeigt. Die
Farben der Ketten sind jeweils die gleichen wie in Abbildung 4.5, 4.11 und 4.13. Auch dort verhilt sich die hellblau
dargestellte Kette ab etwa 70000 Iterationen auffallend anders als die anderen Ketten. Ab hier steigt ihr Fehler auf
M, auf iiber 450 GeV und stagniert dann. Das abweichende Verhalten liegt vermutlich daran, dass sie in einen
anderen Bereich des Parameterraums gelangt.

Die bereits zu Beginn dieses Kapitels geduBerte Vermutung, dass der Parameterraum in dieser Studie
nur unzureichend untersucht wurde, kann bestétigt werden. Besonders augenfillig ist dies im positiven
Bereich von M1, der vom MCMC iiberhaupt nicht erreicht wurde und in dem das HOMCMC nur sehr
wenige Punkte untersucht hat. Die Verteilung der untersuchten Punkte legt jedoch die Vermutung nahe,
dass es deutlich mehr Punkte mit niedrigem y? in diesem Bereich gibt. Wenn man diesen eingehender
untersuchen will, sollte man den Startpunkt einer Kette so wihlen, dass er in diesem Bereich liegt.

Weitere zu Abbildung 4.1 analoge Diagramme sind in Anhang A zu sehen. Dort wurde y? gegen jeden
der variierten Parameter aufgetragen, sowohl mit den vom MCMC als auch mit den vom HOMCMC
erzeugten Punkten.

Dadurch, dass mit dem MCMC in der Regel ein kleinerer Bereich des Parameterraums untersucht
wurde, ergibt sich (verstarkt durch die Tatsache, dass ohnehin mehr MCMC-Punkte als HOMCMC-
Punkte vorhanden sind) eine hohere Dichte der Untersuchung, durch die zum Teil Punkte mit niedrigerem
x? in bestimmten Bereichen gefunden wurden (zum Beispiel fiir tan 8 ~ 15, siche Abbildung A.6). Dies

30



4.2 x?-Profile

Entries

50—

40—

30—

20—

10—

bl b b b e b b by 1y
-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500
M, [GeV]

o

Abbildung 4.3: y*> wurde analog zu Abbildung 4.1 gegen M, aufgetragen, hier jedoch fiir nur eine Kette, die in
Abbildung 4.2, 4.5, 4.11 und 4.13 ein auffilliges Verhalten zeigt. Man sieht, dass einige der Punkte mit positivem
M, von dieser Kette stammen.

legt nahe, dass die Untersuchung des Parameterraums in beiden Féllen unzureichend ist. Das MCMC
untersucht zwar dhnlich wie das HOMCMC Bereiche mit kleinem y? intensiv, iiberwindet jedoch keine
hohen Barrieren im y2-Profil, jenseits welcher mitunter Punkte mit niedrigem y? zu finden sind. Das
HOMCMC dagegen erreicht solche Gebiete, doch bei ihm ist die Dichte der Untersuchung offenbar zu
niedrig.

Das Problem einer zu geringen Dichte liee sich durch das Erzeugen weiterer Punkte beheben, wenn
genug Rechenzeit zur Verfiigung stiinde. Zu klein angenommene Fehler dagegen miissen manuell
vergroert werden. Beides stellt kein prinzipielles Problem dar. Fiir diese Untersuchung stand jedoch nur
eine begrenzte Zeit zur Verfiigung und ein zwischenzeitliches Andern der Fehler auf Parameter erschwert
die Vergleichbarkeit von Kriterien, die die Giite der Untersuchung charakterisieren.

Durch eine zu Abbildung 3.1 analoge Auftragung vom y? gegen M und M, kann iiberpriift werden,
ob sich eine dhnliche Abhingigkeit zeigt, wenn nicht nur diese beiden Parameter variiert werden,
sondern fiinf weitere ebenfalls. Das Ergebnis ist in Abbildung 4.4 zu sehen. Da im Gegensatz zum
zweidimensionalen Fall fiir jede Kombination von M| und M die anderen Parameter frei variiert werden
konnen und somit der Wert vom y? beliebig hoch werden kann (nicht jedoch beliebig klein), ist jeweils
der minimale Wert vom y? im entsprechenden Bereich dargestellt.

Wie bereits in Abbildung 4.1 zu sehen, variiert M; auf einem groferen Intervall als im zweidimen-
sionalen Fall (Abbildung 3.1). Ahnlich zur zweidimensionalen Untersuchung scheint der Bereich, in
dem der Betrag von M, groBler als der von M, ist, durch ein sehr hohes X2 ausgeschlossen zu sein
und macht erlaubte Punkte in diesem Gebiet sehr unwahrscheinlich. Daher wird er vom MCMC fast
gar nicht untersucht, wohingegen das HOMCMC aufgrund groBerer Unsicherheiten auf die Parameter
in diesem Bereich mehr Punkte erzeugt. Im Gegensatz zur zweidimensionalen Untersuchung haben
auch Punkte mit niedrigem Betrag von M; und hohem M, sehr niedrige Werte vom y?. Dies wurde
offenbar durch das Festhalten von Parametern ausgeschlossen, die im siebendimensionalen Fall variiert
wurden. Wihrend das MCMC keine so hohen Werte von M, wie im zweidimensionalen Fall erzeugt
(maximal = 3000 GeV im Gegensatz zu ~ 4000 GeV) und die Untergrenze mit jeweils etwa 0 GeV
ibereinstimmt, deckt das HOMCMC einen deutlich gréBeren Bereich in diesem Parameter ab, der von
etwa —2500 GeV bis ca. 7000 GeV reicht. Dies liegt weit jenseits der in Tabelle 4.1 aufgelisteten Grenzen
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Abbildung 4.4: y* in Abhingigkeit von M, und M, in den siebendimensionalen Untersuchungen mit MCMC
(links) und HOMCMC (rechts). Da die fiinf anderen Parameter nicht zu sehen sind, fiir eine feste Kombination von
M und M, jedoch die verschiedensten Werte der anderen Parameter und somit prinzipiell beliebig hohe Werte
vom y? moglich sind, wird jeweils nur der niedrigste Wert vom y? im entsprechenden M-M,-Bereich abgebildet.
Da die linke Abbildung nur negative Werte von M| und positive von M, enthilt, stellt sie im Grunde genommen
nur einen Teil des oberen linken Quadranten der rechten Abbildung dar. Die Ober- und Untergrenzen von M; und
M, wurden durch die jeweils hochsten oder niedrigsten mit dem HOMCMC gefundenen Werte festgelegt und fiir
das MCMC zur besseren Vergleichbarkeit gleich gewihlt.

und ist somit ein Nebeneffekt der eher hohen Unsicherheiten auf die Parameter. Da das MCMC nur
Werte von M| < —100 GeV erzeugt, lassen sich iiber den positiven Bereich und Werte in der Nidhe von
0 GeV nur auf der Basis des HOMCMC Aussagen titigen. Das gleiche gilt fiir die Bereiche, in denen
M> negativ oder sehr hoch ist. Es sind nicht genug Punkte in den entsprechenden Gebieten vorhanden,
um diese Hypothese abzusichern, doch das Diagramm legt die Vermutung nahe, dass das y?-Profil
(zumindest ndherungsweise) symmetrisch unter einer Spiegelung an den Hyperebenen mit M; = 0 GeV
bzw. M, = 0 GeV ist. Wollte man dies niher untersuchen, miisste man Punkte in den entsprechenden
Bereichen als Startpunkte von Markov-Ketten wihlen. Die niedrige Dichte, an der sich zeigt, dass die
Untersuchung noch unzureichend ist, erkennt man vor allem daran, dass sehr kleine Bereiche mit hohem
und niedrigem y? dicht beieinander liegen. Es ist moglich, dass in einem solchen Gebiet mit hohem y?
auch geringere Werte gefunden wiirden, wenn nur eine ausreichende Anzahl an Punkten darin vorliegt.
Auch gibt es viele kleine leere Bereiche, in denen kein einziger Punkt erzeugt wurde, was ein noch
eindeutigeres Zeichen fiir eine zu niedrige Dichte der Untersuchung ist. Ein dhnliches Verhalten zeigt
sich bei sehr hohen Werten von M,. Fiir sehr kleine Betrige von M, bildet sich ein breites hellblaues
Band im Diagramm aus, das eine merkliche Erhebung im y2-Profil darstellt. Die entsprechende Erhebung
fiir kleine Betrédge von M5 ist um einiges hoher und nimmt in der Breite zu, wohingegen die Schwelle
um M| = 0 GeV herum nur duBerst langsam breiter wird (man beachte die verschiedenen Skalen von M,
und M>).

4.3 Effizienzvergleich

Analog zu den Kriterien in Abschnitt 3.4 wird im Folgenden verglichen, wie effizient der siebendimen-
sionale Parameterraum mittels einfacher Markov-Ketten und solchen 500. Ordnung untersucht wird.
Anders als dort gibt es hier nur zwei Einstellungen, die zu vergleichen sind: einfache Markov-Ketten und
solche 500. Ordnung mit einem Skalenfaktor von 0,7. Da hierbei wiederum eine vergleichbare Anzahl an
Punkten grundlegend fiir einen Vergleich ist, die Ketten jedoch zum Teil verschieden lang sind, wurden

32



4.3 Effizienzvergleich

hier jeweils 15 Ketten mit 130000 Punkten verglichen. Dies ergibt die maximal erreichbare Anzahl an
Punkten von 1,95 - 10°, wenn man fordert, dass alle in den Vergleich eingehenden Ketten gleich lang
sind, denn es stehen wenige langere Ketten hoherer Ordnung zur Verfiigung, wohingegen die kiirzeren
Ketten trotz ihrer gréeren Anzahl zu keiner hoheren Gesamtpunktzahl fithren.

Sampler MCMC HOMCMC
N 1950000 1950000
Nace 235185 44283
akzeptierter Anteil 0,121 0,023
X 20,9 21,0
N 0,00351 0,00025
175,99 0,0674 0,0084
Macc 0,0272 0,0089
175,99,acc 0,41 0,21

Tabelle 4.2: Effizienzkriterien in sieben Dimensionen analog zum zweidimensionalen Fall in Tabelle 3.2. Da nur
eine Sorte von Markov-Ketten hoherer Ordnung vorliegt, ndmlich solche 500. Ordnung mit Skalenfaktor 0,7, muss
zwischen diesen nicht differenziert werden. Alle Dezimalzahlen sind gerundet.

Der akzeptierte Anteil ist mit 12,1% fiir den MCMC und 2,3% fiir den HOMCMC erheblich niedriger
als im zweidimensionalen Fall, wo Werte von 34% bis 72% vorlagen. Dies liegt daran, dass in einem
siebendimensionalen Raum eine groflere Wahrscheinlichkeit besteht, dass mindestens einer der Parameter
ungiinstig gewihlt ist, sodass der Wert vom y? hoch ist und die Wahrscheinlichkeit gering, dass ein
Punkt akzeptiert wird. Auch ist die Diskrepanz zwischen den beiden verschiedenen Arten von Ketten
in der siebendimensionalen Untersuchung enorm. Beide Werte sind deutlich kleiner als erwiinscht (ein
wiinschenswerter Bereich ist 20% bis 50%), was vermutlich daran liegt, dass eine Kettenlédnge von 130000
Punkten im siebendimensionalen Fall (anders als im zweidimensionalen) unzureichend ist. Wahrend
der Wert fiir den MCMC jedoch nur um einen Faktor 2 zu klein ist, miisste er fir den HOMCMC
um eine Grolenordnung hoher sein. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die Unsicherheiten auf die
Parameter beim HOMCMC recht grof} sind, sodass viele Punkte weitab von den Bereichen mit niedrigem
v zufillig ausgewihlt werden. Ein weiterer Grund fiir den geringen akzeptierten Anteil des HOMCMC
ist der zu hohe Skalenfaktor. In Tabelle 3.2 zeigt sich, dass ein niedrigerer Skalenfaktor meist zu htheren
Anteilen von akzeptierten Punkten fiihrt. Auch in der vorldufigen elfdimensionalen Untersuchung wurden
die hochsten Akzeptanzraten mit Skalenfaktoren von 0,3 bis 0,4 erzielt!. An den niedrigen Anzahlen
akzeptierter Punkte zeigt sich abermals, dass die Untersuchung des Parameterraums noch unzureichend
ist. Mit deutlich lingeren Ketten wiirde sich dieser Wert vermutlich verbessern.

Das minimale gefundene y? ist in beiden Fillen sehr dhnlich mit sznin = 20,9 fiir den MCMC bzw.
szni 0 = 21,0 fir den HOMCMC. Beide Werte liegen merklich unter denen, die bei nur zwei freien
Parametern gefunden wurden. Das verwundert nicht, denn in einer siebendimensionalen Untersuchung
konnen M und M, so gewihlt werden, dass sie die ideale Kombination der zweidimensionalen Unter-
suchung darstellen, wihrend zugleich die anderen fiinf Parameter so angepasst werden, dass sich ein
noch niedrigeres y? ergibt. Auch kann moglicherweise eine vollig andere Kombination von Parametern
gefunden werden, fiir die sich ebenfalls ein niedriges y? ergibt.

Die Punkte, an denen der Wert vom y? um nicht mehr als 1 iiber dem Minimalwert sznin liegt, bildet in
beiden Fillen einen duferst geringen Anteil, der beim HOMCMC mit 0,025% erneut deutlich kleiner
als beim MCMC mit 0,351% ist. Dieses Ergebnis ldsst sich abermals darauf zuriickfiihren, dass die

! Matthias Hamer, persénliche Kommunikation
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Untersuchung noch unvollstindig ist, bzw. darauf, dass die Unsicherheiten beim HOMCMC grof3er als
beim MCMC sind. Das gleiche gilt fiir das Intervall mit XZ < szm + 5,99, worin beim MCMC nur 6,75%
und beim HOMCMC gerade einmal 0,84% aller Punkte liegen. Diese Werte sind ebenfalls deutlich
niedriger als im zweidimensionalen Parameterraum, was wiederum daran liegt, dass dessen Untersuchung
griindlicher ist und bei weniger Parametern keine so gro3e Wahrscheinlichkeit besteht, dass der Wert
vom y? zufillig erhoht wird.

Wenn man nur akzeptierte Punkte betrachtet, steigt der Anteil derjenigen, fiir die y* < Xoin T 1
bzw. ¥? < sznin + 5,99 gilt. Dies liegt daran, dass Punkte mit niedrigen Werten vom y? eine hohere
Wahrscheinlichkeit haben, akzeptiert zu werden. Auch hier jedoch sind die Werte von 41% bzw. 21%
fiir das sznin + 5,99-Intervall kleiner als im zweidimensionalen Fall. Im sznin + 1-Intervall dagegen
erreicht das MCMC sogar mit 2,72% einen Wert, der vergleichbar mit einigen der zweidimensionalen
Untersuchungen ist, wohingegen das HOMCMC mit 0,89% knapp unter dem niedrigsten Wert der

zweidimensionalen Untersuchung (0,94%) liegt.

2

X’ <)(I2nin +1 X’ <X12nin +5,9 | ¥ <Xr2nin +1 x° <)(I2nin +5,99
Sampler M 1,min M 1,max M 1,min M 1,max M 2,min M 2,max M 2.min MZ,max
MCMC —-425,5 -128,5 | -595,4 -116,8 | 137,0 1836,7 120,3 2103,9
HOMCMC | -383,7 -135,8 | -581,5 242.1 203,0 1699,8 | —585,9 3199,6
Sampler mil ,min ml~1 ,max ml~1 ,min ml~1 ,max ml~3 ,min ml~3 ,max ml~3,min ml~3 ,max
MCMC 216,3 894,2 1934 1512,3 396,8 2141,5 332,1 2715,7
HOMCMC | -344,5 885,3 —385,5 1403,1 | 705,2 5025,0 | —1507,5 5995,2
Samplef MA,min MA,max MA,min MA,max Mmin Hmax Hmin Hmax
MCMC 1000,0  4046,9 787.,4 4075,3 142,8  816,9 140,0 1088.,9
HOMCMC | 1000,0 4826,7 530,0 5564,0 1459  481,3 -275,4 947.,5
Sampler tan Bmin  tanBmax | tanBmin  tan Bmax
MCMC 11,17 62,43 5,10 63,06
HOMCMC 9,60 63,81 4,56 67,69

Tabelle 4.3: Maximal- und Minimalwerte von Parametern in Gebieten mit y* < x2. + 1 bzw. x* < x2. +5,99.In

die Zahlen sind auch nicht akzeptierte Punkte eingegangen, jedoch selbstverstindlich keine mit unendlichem y?.
Alle Werte von My, M,, mj,, m;, und My sind in GeV. Alle Werte wurden auf die erste Nachkommastelle gerundet,
die von tan S auf die zweite.

Auch in dieser Untersuchung ist es von Interesse, die Grofe der Bereiche im Parameterraum anzugeben,
in denen y? < sznin + 1 oder % < sznin + 5,99 gilt. In Tabelle 4.3 ist ein Uberblick iiber die Minimal-
und Maximalwerte jedes Parameters fiir Punkte mit entsprechendem y? gegeben. Es sei wieder darauf
hingewiesen, dass sich die Werte nur auf zufillig gefundene Punkte beziehen und die Bereiche in Wahrheit
moglicherweise grofer sind. Auch legen die Abbildungen in Anhang A sowie die Abbildungen 4.1 und 4.4
nahe, dass die Gebiete nicht in allen Fillen einfach zusammenhingen, sondern zum Teil Barrieren
(Gebiete mit hoherem y?) umschliefen.

In den beiden Parametern M; und M>, die auch in der zweidimensionalen Untersuchung variiert
wurden, sind die Intervalle im siebendimensionalen Fall fast immer groBer. Lediglich der mit dem
MCMC gefundene Wert von M3 max mit /\(2 < sznin + 5,99 ist niedriger als im zweidimensionalen Fall
(vgl. Tabelle 3.3). Dass die Intervalle im Allgemeinen groBer sind, verwundert nicht, weil die anderen
Parameter so variiert werden konnen, dass groflere oder kleinere Werte von M/ oder M, niedrigere Werte
vom y? erlauben. Man erkennt dies auch am Vergleich von Abbildung 4.4 mit Abbildung 3.1.

Haufig, aber nicht immer, sind die Minimalwerte, die mit dem HOMCMC erreicht wurden, kleiner
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und die Maximalwerte grofer als die mit dem MCMC erreichten. Dies verwundert nicht angesichts
der groBeren Fehler auf die Parameter, die dazu fiihren, dass hiufig auch Punkte mit niedrigem y?
und umgekehrtem Vorzeichen des entsprechenden Parameters gefunden wurden. Erstaunlicher ist die
betrédchtliche Anzahl an Abweichungen von dieser Regel, die sich vermutlich auf die unzureichende
Anzahl an untersuchten Punkten zuriickfiihren ldsst. Insbesondere dann, wenn die mit dem MCMC
und dem HOMCMC gefundenen Minimalwerte verschiedene Vorzeichen haben, legt ein Vergleich mit
den zugehorigen Abbildungen in Anhang A nahe, dass zwischen den entsprechenden Punkten und dem
globalen Minimum eine hohe Barriere liegt, die vom MCMC nicht iiberwunden wurde. In den Fillen, wo
das Vorzeichen der Minimal- oder Maximalwerte der Parameter gleich ist, sind die Werte dennoch nur
manchmal sehr dhnlich. Es sei noch einmal daran erinnert, dass der Wert vom y? nicht von der Art und
Weise der Untersuchung des Parameterraums abhéngt. Daraus lidsst sich abermals schlussfolgern, dass
die Untersuchung des Parameterraums noch unvollstindig ist. Mit genug Punkten sollte sich fir MCMC
und HOMCMC iiberall der (nahezu) gleiche Wert einstellen.

4.4 Korrelationen zwischen den Parametern

Analog zu den Untersuchungen in Abschnitt 3.5 zur Korrelation zwischen M; und M, kann man untersu-
chen, ob sich ein dhnliches Verhalten zwischen zwei der sieben Parameter zeigt. Wieder bieten sich die
beiden dort verwendeten Methoden an, das Auftragen des vom HOMCMC berechneten Korrelationskoef-
fizienten gegen die Zahl der Iterationen und gegen einen Parameter.

Das y?-Profil in Abbildung 4.4 legt keine so starke Antikorrelation nahe wie bei der zweidimensionalen
Untersuchung in Abbildung 3.1. Dennoch soll iiberpriift werden, wie hoch diese ist.

x10

L I
100 120
Iteration Counter

Abbildung 4.5: Fiir neun verschiedene Ketten (jede durch eine unterschiedliche Farbe dargestellt) ist der Kor-
relationskoeffizient zwischen M; und M, gegen die Iterationszahl aufgetragen. Die meisten Ketten nehmen
nach anfinglich sehr unterschiedlichen Werten immer dhnlichere Werte an. Es zeigt sich insgesamt eine méBige
Antikorrelation.
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In Abbildung 4.5 ist analog zu den Darstellungen in Abbildung 3.5, 3.6 und 3.7 der Korrelationskoeffi-
zient zwischen M| und M; gegen die Anzahl der Iterationen aufgetragen. Um sowohl die Gesamtheit zu
reprisentieren als auch die Ubersichtlichkeit zu wahren, wurden neun zufillig ausgewihlte Ketten in
einem Diagramm abgebildet. Der Korrelationskoeffizient nimmt am Anfang der Ketten sehr verschiedene
Werte an, néhert sich jedoch fiir hohere Iterationszahlen einem Wertebereich von -0, 6 bis -0, 3 an. Es
lasst sich also generell eine leichte Antikorrelation feststellen. Nur eine Kette (hellblau dargestellt) weicht
ab etwa 70000 Iterationen sehr stark von den anderen ab, denn ihr Korrelationskoeffizient nimmt Werte
von iiber 0, 2 an. Es ist dieselbe Kette wie in Abbildung 4.2, die sich vermutlich deswegen anders verhiilt,
weil sie in einen anderen Teil des Parameterraums als die anderen gelangt (vgl. Abbildung 4.3). Dass
die meisten Ketten einen sehr dhnlichen Wertebereich annehmen, ist ein gutes Zeichen. Es deutet darauf
hin, dass die Ketten relativ stabil sind und bei der Untersuchung von niherungsweise deckungsgleichen
Teilen des Parameterraums nicht zu Extremwerten ausreiflen. Auch zeigt sich, dass das Verhalten gegen
Ende der Ketten nicht vom Verhalten am Anfang abhingt, denn dort weisen die Werte eine grofle Spanne
auf, die sich bei weiteren Iterationen verkleinert.

Wie in Abbildung 3.7 handelt es sich bei den hier dargestellten Ketten um solche 500. Ordnung, sodass
keine so schnellen Schwankungen wie in Abbildung 3.5 und 3.6 beobachtet werden. Im Vergleich zum
zweidimensionalen Fall sind die Amplituden der Schwankung wesentlich kleiner und unregelmifiger.
Dies lasst sich im Wesentlichen dadurch erkldren, dass der siebendimensionale Parameterraum weitaus
mehr Abstimmungen zwischen den Parametern zulédsst und daher nicht alles von den Werten von M; und
M, abhingt.
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Abbildung 4.6: Der Korrelationskoeffizient zwischen M| und M, aufgetragen gegen M, (links) und M, (rechts)
auf Basis der siebendimensionalen Untersuchung. Fiir Bereiche mit nicht zu wenigen Punkten liegt der Mittelwert
bei ungefihr —0, 4 bis —0, 3. Damit ist keine so starke Antikorrelation wie in Abbildung 3.8 vorhanden. In den
Bereichen, wo M| besonders hoch oder niedrig ist, geht der Durchschnitt der Korrelation zu kleinen positiven
Werten iiber, was jedoch aufgrund der geringen Statistik nur sehr begrenzte Aussagekraft besitzt. Abbildung 4.4
zeigt, dass fiir positive Werte von M| mehr Punkte mit positivem als mit negativem M, gefunden wurden, was zu
einer leicht positiven Korrelation fithren kann.

In Abbildung 4.6 ist analog zu Abbildung 3.8 die Hiaufigkeit von Punkten mit einem bestimmten
Korrelationskoeffizienten und einem bestimmten Wert von M bzw. M, und der durchschnittliche Korrela-
tionskoeftizient gegen M bzw. M, aufgetragen. Diese Abbildung und alle dazu analogen (Abbildung 4.7,
4.9 und 4.10) wurden auf der Basis aller Punkte des HOMCMC erstellt. Es zeigt sich keine so starke
Antikorrelation wie im zweidimensionalen Pendant. In den Intervallen von M; und M>, in denen viele
Punkte vorhanden sind, ist der Korrelationskoeffizient mit Werten zwischen —0, 3 und —0, 4 recht moderat,
entspricht also einer nur sehr leichten Antikorrelation. Bei sehr hohen und sehr niedrigen Werten von
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M, ist der Korrelationskoeffizient sehr leicht positiv, doch es liegen zu wenige Punkte vor, um dieser
Tatsache eine wirkliche Aussagekraft zuzusprechen. Immerhin ist aufgrund der sich in Abbildung 4.4
andeutenden Spiegelsymmetrie des y>-Profils beziiglich der x- und y-Achse davon auszugehen, dass
der Korrelationskoeffizient seinen Betrag beibehilt und sein Vorzeichen wechselt, wenn nur einer der
Parameter das Vorzeichen wechselt. In derselben Abbildung ist auch zu erkennen, dass erheblich mehr
Punkte mit positivem M| und M, erzeugt wurden als mit positivem M; und negativem M,. Dies erklért
den positiven Korrelationskoeffizienten bei hohem M, aber nicht den bei sehr niedrigen Werten, dessen
statistische Aussagekraft jedoch wie gesagt bezweifelt werden darf.

Bei sieben Parametern sind 21 Korrelationskoeffizienten vorhanden, die gegen beide Parameter, auf die
sie sich beziehen, und die Iterationszahl aufgetragen werden konnen. Somit ergeben sich 42 Diagramme
der Art von Abbildung 4.7 und 21 zu Abbildung 4.5 analoge, wovon im Folgenden nur solche mit
auffilligen Eigenschaften betrachtet werden.

Die mit Abstand stéirkste Antikorrelation zeigen die Parameter M| und u. Der Wert des Korrelati-
onskoeffizienten liegt, wie man in Abbildung 4.7 sieht, iiber das gesamte Intervall beider Parameter im
Durchschnitt bei -0, 9. Dies ist die festgelegte Untergrenze, die per Definition nicht unterschritten wird.
Von den wenigen Punkten, wo der Korrelationskoeffizient sichtlich vom Mittelwert abweicht, gibt es
keinen, wo Werte von mehr als —0, 6 angenommen werden. Die Antikorrelation ist also ausnahmslos
stark.
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Abbildung 4.7: Korrelationskoeffizient zwischen ¢ und M; gegen u (links) und M; (rechts) aufgetragen. Es
gibt nur wenige Punkte, an denen er leicht von —0,9 abweicht, was einen kaum erkennbaren Einfluss auf den
Durchschnittswert hat, da bei der tiberwéltigenden Mehrheit der Punkte ein Korrelationskoeffizient von exakt —0, 9
vorliegt, und dies iiber die gesamte Breite des Intervalls in beiden Parametern.

Auch in der Auftragung gegen die Iterationszahl der Ketten zeigt sich diese Antikorrelation in ex-
tremer Weise (Abbildung 4.8). Nur zwei Ketten nehmen anfangs (bei weniger als 30000 Iterationen)
Korrelationskoeffizienten von iiber —0, 9 an, die allerdings immer noch sehr starken Antikorrelationen
entsprechen. Danach jedoch verharrt ihr Korrelationskoeffizient bei —0, 9, genau wie es bei allen anderen
Ketten wihrend jeder Iteration der Fall ist.

Aufgrund dieser sehr starken Antikorrelation stellt sich die Frage, ob man dies aus der Auftragung des
Werts vom y? gegen die beiden GroBen erkennen kann. In Abbildung 4.9 ist anhand der von MCMC und
HOMCMC erzeugten Punkte analog zu Abbildung 4.4 das jeweils niedrigste y? als farbig dargestellte
z-Achse gegen M| auf der x-Achse und u auf der y-Achse aufgetragen.

Wihrend sich anhand der Punkte des MCMC (in Abbildung 4.9 links) nur aus einer diagonalen
Begrenzung, bei der der Wert vom y? stark ansteigt und unterhalb welcher es keine Punkte gibt, auf
eine Antikorrelation schlieBen lisst, stellt sich das vom HOMCMC untersuchte Gebiet (rechts) als
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Abbildung 4.8: Der Korrelationskoeffizient zwischen M| und p weicht nur bei wenigen Ketten anfangs von -0, 9
ab. In dieser Grafik sind ebenfalls neun Ketten abgebildet, die jedoch groBtenteils allesamt iibereinander liegen.

o

C 100 = L 1w =
3000— 3000—
2000/ 2000
b 10° r 10°
1000 1000
L o=
u_ 10° C 10?
.1000__ -1000—
1 | 1 1 I | I 1 1 | 1 1 | | N |
-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500
M, [GeV] M, [GeV]

Abbildung 4.9: Darstellung vom y? in Abhingigkeit von M; (x-Achse) und u (y-Achse) mit vom MCMC (links)
und HOMCMC (rechts) erzeugten Punkten. Falls fiir eine Kombination der beiden Parameter mehrere Punkte
vorhanden sind, ist das niedrigste y> dargestellt. Wihrend die linke Abbildung hshere Werte von u enthilt, gibt es
in der rechten auch negative Werte von y und einen deutlich groleren Bereich in M. Aus der rechten Abbildung
erkennt man die starke Antikorrelation zwischen M; und u daran, dass alle untersuchten Punkte, insbesondere
diejenigen mit niedrigem y? nicht weit entfernt von einer Diagonalen liegen. Im Bereich mit positiven Werten von
M, und p deutet sich an, dass die y2-Kontur spiegelsymmetrisch beziiglich der x- und y-Achse ist, doch es gibt
hier nicht viele Punkte, um dies fiir gréere Betrdge zu bestitigen. Fiir negative Werte von beiden Parametern sind
ausschlieBlich noch kleinere Betrdge vorhanden. Die Grenzen von M, und die Untergrenze von u entsprechen
den mit dem HOMCMC gefundenen Maximal- oder Minimalwerten. Die Obergrenze von u entspricht dem mit
dem MCMC gefundenen Wert. Zur besseren Vergleichbarkeit wurden die Grenzen in beiden Diagrammen gleich
gewidhlt.
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weitgehend diagonal dar. Nur fiir einen schmalen Bereich sind niedrige Werte vom y? vorhanden, und
nicht sehr weitab davon wurden Punkte {iberhaupt durch Zufall gefunden. Daran zeigt sich besonders
eindrucksvoll, dass das HOMCMC neue Punkte gemil} einer Normalverteilung vorschléigt, die an das
x2-Profils angepasst ist. Es ist ein erheblicher Vorteil, dass auf diese Weise der Bereich mit negativem
u und positivem M erreicht wurde, weil die Korrelation zwischen beiden Parametern erkannt und die
GroBe der Fehler angepasst wurden. Da die Kontur an den Réndern recht offen ist und es gut moglich
ist, dass sich auch fiir Punkte, in denen beide Parameter das gleiche Vorzeichen haben, ein dhnlich
schmales Profil ausbildet (die wenigen vorhandenen Punkte legen das sehr nahe), kann die Untersuchung
des siebendimensionalen Parameterraums mittels des HOMCMC auch an dieser Stelle noch nicht als
abgeschlossen betrachtet werden. Dies ist der Nachteil des HOMCMC: Wenn eine Korrelation vorhanden
ist, ist es sehr unwahrscheinlich, dass Punkte weit abseits dieses korrelierten Bereichs gefunden werden.
Dies zeigt sich noch stiarker an den Werten mit hohem u. Diese wurden vom HOMCMC gerade nicht
gefunden, weil sich die vorgeschlagenen Punkte in einem schmalen Bereich befinden, der sich aus der
Korrelation der Parameter ergeben hat. Auf diese Weise wurden nur sehr wenige Punkte abseits der
Diagonalen vorgeschlagen. Das rechte Diagramm in Abbildung 4.9 hat den Anschein, dass sich fiir hohe
Werte von u ein hohes y? ergibt. Dieser Anschein tiuscht jedoch, wie man aus dem linken Diagramm
sieht. Mit geniigend Punkten in dieser Region lassen sich offenbar Parameterkombinationen finden, die
ein hohes u mit einem niedrigen y? erlauben. Um die Bereiche, in denen M und i das gleiche Vorzeichen
haben, eingehender zu untersuchen, sollte man die Startpunkte von Ketten in diesen Bereichen wihlen.

Zwei weitere Grofien, die recht stark antikorreliert sind, sind M; und mj,. Uber die gesamte Breite des
Intervalls in m; erkennt man in Abbildung 4.10 einen durchschnittlichen Korrelationskoeffizienten von
ungefihr -0, 7, was sich auch beim Intervall von M zeigt, in dem viele Punkte vorliegen. Bei hohen und
niedrigen Werten von M ist die Antikorrelation dagegen deutlich schwicher, doch auch hier gilt, dass
die Anzahl an Punkten zu gering ist, um dieses Ergebnis als gesichert zu betrachten.
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Abbildung 4.10: Korrelation zwischen m;, und M; aufgetragen gegen my, (links) und M, rechts. Der durchschnittli-
che Korrelationskoeffizient ist durchgehend negativ, in Bereichen mit vielen Punkten sogar mit einem erheblichen
Betrag (o(m;,, M) = =0,7).

Die Auftragung des Korrelationskoeffizienten von m;, und M; gegen die Zahl der Iterationen ist in
Abbildung 4.11 zu sehen. Es zeigt sich dhnlich wie in Abbildung 4.5 eine abnehmende Spanne an Werten
des Korrelationskoeffizienten mit einer Ausnahme, die auf dieselbe Kette zuriickgeht (gleiche Farben
bedeuten in Abbildung 4.2, 4.5, 4.8, 4.11 und 4.13 immer dieselbe Kette). Der Grund fiir die Abweichung
bei einer Kette ist vermutlich iiberwiegend der, dass sie in einen anderen Bereich des Parameterraums
gelangt, was in Abschnitt 4.2 bereits ausfiihrlicher besprochen wurde.

Da p und M; sowie M, und m;, miteinander antikorreliert sind, stellt sich die Frage, ob y und m;, eine
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| | %10
100 120
Iteration Counter

Abbildung 4.11: Der Korrelationskoeffizient zwischen m;, und M; aufgetragen gegen die Iterationszahl fiir neun
durch verschiedene Farben gekennzeichnete Ketten. Nach recht verschiedenen Werten am Anfang néhern sich die
Korrelationskoeffizienten mit Ausnahme einer Kette immer mehr einem Wert von etwa —0, 7 bis —0, 6 an.

positive Korrelation aufweisen. Dies ist der Fall, wie man anhand von Abbildung 4.12 sieht. Wéhrend der
Korrelationskoeffizient fiir fast jeden Wert von m; und mittlere Werte von u (worin die meisten Punkte
liegen) im Durchschnitt 0,6 bis 0,7 betrégt, scheinen p und myj, fiir sehr niedrige und sehr hohe Werte
von u nur duBerst schwach korreliert zu sein. Wiederum liegen jedoch in diesen Bereichen nicht genug
Punkte vor, um dieser Tatsache groflere Bedeutung zuzumessen.
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Abbildung 4.12: Korrelationskoeffizient zwischen m;, und p gegen m;, (links) und p aufgetragen. Die Korrelation
ist fiir jeden Wert von mj, recht hoch, wohingegen sie bei sehr niedrigen und hohen Werten von u verschwindet.
Allerdings liegen in diesen Bereichen zu wenige Punkte fiir eine verlédssliche Aussage vor.

Auch in der Auftragung gegen die Iterationszahl (Abbildung 4.13) zeigt sich die starke Korrelation

zwischen mj und u. Wieder nehmen die Koeffizienten fiir fast alle Ketten nach anfénglichen Unter-
schieden immer dhnlichere Werte an. Lediglich eine Kette weicht wiederum deutlich ab und endet in
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4.4 Korrelationen zwischen den Parametern

einem nahezu unkorrelierten Gebiet. Dies bestétigt abermals die Stabilitdt der Methode, aber auch die
Notwendigkeit, mehrere Ketten zu verwenden, um ein umfassendes Bild zu erhalten.

! | ! ! ! 11— XlO
40 60 80 100 120
Iteration Counter

Abbildung 4.13: Der durch verschiedene Farben dargestellte Korrelationskoeffizient zwischen m;, und u fiir
verschiedene Ketten.

Der Vergleich von Abbildung 4.11 und 4.13 zeigt, dass die Korrelation zwischen m;, und ¢ umso héher
ist, je stérker die Antikorrelation zwischen mj, und M ist. Beziiglich der Amplitude und Frequenz der
Schwankungen verhalten sich die in Abbildung 4.5, 4.8 und 4.13 dargestellten Korrelationskoeffizienten
jeweils sehr dhnlich.

Die in diesem Abschnitt nicht erwdhnten Kombinationen von Parametern weisen relativ geringe
Korrelationen auf.
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Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit wurde betrachtet, wie ein zwei- und ein siebendimensionaler pMSSM-
Parameterraum mithilfe von einfachen Markov-Ketten und solchen hoherer Ordnung untersucht wird.

In Kapitel 3 wurden nur die Parameter M| und M, variiert. Die sich ergebenden XZ—Proﬁle in Ab-
bildung 3.1 zeigen ein enges Gebiet starker Korrelation zwischen den beiden Parametern. Als Ursache
dieser Einschriankung wurde in Abschnitt 3.3 die Observable Qcpy, der kosmologische Dichteparameter
der dunklen Materie, ausfindig gemacht.

Die Effizienzvergleiche in Abschnitt 3.4 zeigen, dass mit unterschiedlichen Einstellungen sehr unter-
schiedliche Anzahlen an Punkten akzeptiert wurden bzw. in Gebieten mit niedrigem y? gefunden wurden.
Schrinkt man diese Kriterien auf den stark korrelierten Bereich ein, indem man fordert, dass M; groBer
als =350 GeV ist, ergeben sich deutlich niedrigere Anteile an akzeptierten Punkten. Markov-Ketten
100. Ordnung mit einem Skalenfaktor von 0,5 ergeben hier den hochsten Anteil, der am nichsten am
wiinschenswerten Bereich von 20% bis 50%, wihrend sie in Bezug auf alle Punkte einen zu hohen
akzeptierten Anteil ergeben. Wihrend die einfachen Markov-Ketten weiter in den schmalen, korrelierten
Bereich vordringen und somit niedrigere Betrige von M| und M> erzeugen, gelangen die Markov Ketten
hoherer Ordnung zu hoheren Werten von M;. Generell zeigt sich, dass bei geeigneter Wahl der Einstel-
lungen mit Markov-Ketten hoherer Ordnung sehr gute Ergebnisse in Bezug auf akzeptierte Punkte erzielt
werden konnen, bei ungiinstigen Einstellungen sind sie einfachen Markov-Ketten jedoch unterlegen.
Diese haben einen relativ hohen Anteil akzeptierter Punkte im engen, stark korrelierten Bereich und
gelangen dort weiter als die Ketten hoherer Ordnung, was ihr grofter Vorzug in dieser Untersuchung ist.

Die Korrelation zwischen M; und M, wurde eingehend in Abschnitt 3.5 untersucht, dabei wurde
gezeigt, dass sie bei niedrigen Betriigen der beiden Parameter am hochsten ist.

Die Kriterien der zweidimensionalen Untersuchung wurden in Kapitel 4 auf die siebendimensionale
iibertragen. Darin zeigt sich an vielen Stellen, dass der Parameterraum trotz mehrerer Millionen erzeugter
Punkte noch nicht vollstindig untersucht wurde. Projektionen vom y? auf jeweils eine der sieben
Dimensionen finden sich in 4.2 und Anhang A.

Da sich beim HOMCMC deutlich groere Fehler auf die Parameter einstellten als beim MCMC
gewihlt wurden, untersuchte dieser nur kleinere Gebiete im Parameterraum, was man an den genannten
Abbildungen und Tabelle 4.3 erkennt. Dies ist ein Vorteil des HOMCMC, dessen Kehrseite jedoch ein
sehr geringer Anteil akzeptierter Punkte ist, was man in Tabelle 4.2 sieht. Es ist nicht auszuschlieen,
dass sich die Anteile bei einer ldngeren Untersuchung weiter erhohen. Ein niedrigerer Skalenfaktor hitte
sich wahrscheinlich positiv auf die Anzahl der akzeptierten Punkte ausgewirkt.

In Abschnitt 4.4 wird gezeigt, dass zwischen einigen der Parameter mitunter sehr starke Korrelationen
bestehen. Im Vergleich zum zweidimensionalen Fall ist die Korrelation zwischen M| und M, jedoch
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deutlich geringer, weil die anderen Parameter so variiert werden konnen, dass weitere Gebiete in beiden
Parametern gut zueinander passen. Am Vergleich der Korrelationskoeffizienten mehrerer verschiedener
Ketten erkannt man, dass sie nach anfinglich sehr verschiedenen Werten (mit wenigen Ausnahmen) einen
gemeinsamen, eingeschrinkten Wertebereich annehmen, was ein sehr gutes Zeichen fiir die numerische
Stabilitét dieser Methode ist.

Bei der kiinftigen Untersuchung des vollen Parameterraums des pMSSM11 wird es notig sein, eine
deutlich hohere Anzahl an Punkten zu untersuchen. Schon beim deutlich einfacheren cMSSM, das nur
finf freie Parameter hat, wurden 850 Millionen Punkte untersucht [11]. Fiir eine griindliche Untersu-
chung des pMSSM11 sind noch mehr Punkte notig. Ferner miissen Ausschlussgrenzen von Suchen
nach Supersymmetrie am LHC und LEP beriicksichtigt werden. Fiir die Punkte des Parameterraums
werden durch eine Regression iiber ein neuronales Netz die bislang negativen Resultate der Suchen
nach Supersymmetrie in die Analyse eingebracht. Die Untersuchungen in dieser Arbeit zeigen, dass
verschiedene Startpunkte {iber den Parameterraum verteilt gew#hlt werden sollten. Dariiber hinaus legt
einiges die Annahme nahe, dass hohere Skalenfaktoren gut fiir eine explorative Untersuchung des Pa-
rameterraums sind, das heiit, dass mit diesen grofle Bereiche im Parameterraum untersucht werden.
Fiir eine hohere Dichte der Untersuchung und hohere Anteile akzeptierter Punkte bieten sich jedoch
niedrigere Skalenfaktoren an.
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ANHANG A

Weitere y*-Profile der siebendimensionalen
Untersuchung

Im Folgenden sind weitere Diagramme dargestellt, die analog zu Abbildung 4.1 zeigen, wie die Anzahl an
Punkten von einem Parameter auf der x-Achse und von y? auf der y-Achse abhingt. Aus den Diagrammen
lisst sich die Abhingigkeit von y? vom jeweiligen Parameter erkennen. Da jedes Diagramm sowohl mit
den vom MCMC (jeweils links in den Abbildungen) und vom HOMCMC (rechts) erzeugten Punkten
erstellt wurde, lassen sich diese beiden gut vergleichen.

Auffillig ist, dass von allen Parametern aufler M4 und tan 8 mit dem HOMCMC sowohl positive als
auch negative Werte gefunden wurden, wihrend der MCMC nie das Vorzeichen wechselte. Allerdings
sind M| und u die einzigen hier variierten Parameter, fiir die Werte beiderseits des Vorzeichens durch die
Eingabe (Tabelle 4.1) zugelassen werden. Daher ist es nur bei diesen beiden Parametern ungiinstig, dass
bei einem Vorzeichen nur wenige Punkte gefunden wurden.

Auch bei alleiniger Betrachtung des Vorzeichens, das auch vom MCMC untersucht wurde, zeigt sich,
das der HOMCMC einen grofleren Bereich im jeweiligen Parameter untersucht hat. Beides, der Wechsel
des Vorzeichens und die Grofle des untersuchten Intervalls, lassen sich darauf zuriickfiihren, dass beim
MCMC die GroBe der Unsicherheiten zu klein gewihlt wurde.
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Abbildung A.1: y? in Abhiingigkeit von M,. Das Profil ist in einem weiten Bereich (zwischen 100 GeV und
2000 GeV) sehr flach.
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Anhang A Weitere y?-Profile der siebendimensionalen Untersuchung
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Abbildung A.2: xy? in Abhiingigkeit von my,. Hierbei hat der HOMCMC nur sehr wenige Punkte mit negativen
Werten des Parameters erzeugt.
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Abbildung A.3: y? in Abhiingigkeit von my,. Wihrend die Untergrenze der Kontur fiir m;, < 400 GeV merklich
ansteigt, ist sie iiber einen sehr weiten Bereich (ungefihr von 400 GeV bis 5000 GeV) duBlerst flach.
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Abbildung A.4: Auftragung von x> gegen M,. Hierbei hat weder der MCMC noch der HOMCMC negative
Werte von M, gefunden. Dies liegt daran, dass schon Punkte mit M, > 500 GeV ein merklich erhchtes y?
haben und somit eine sehr grole Unsicherheit auf M, zum Finden negativer Werte notig wire. Im Bereich
600 GeV < M4 <4500 GeV ist die Untergrenze der Kontur sehr flach.
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Abbildung A.5: y? in Abhiingigkeit von u. Wihrend auch hier der HOMCMC im Gegensatz zum MCMC negative
Werte des Parameters erzeugt hat, ist der MCMC bis zu deutlich gréBeren positiven Werten von u gekommen und
stellt in dieser Hinsicht eine Ausnahme dar. Der Bereich mit Werten von u < 1000 zeichnet sich durch ein niedriges
mogliches y? aus, oberhalb steigt es merklich an.
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Abbildung A.6: Verteilung der Punkte in tan 8 und y*. Wihrend die Untergrenze von knapp iiber 0 bei MCMC und
HOMCMC so gut wie gleich ist, ist die Obergrenze mit 65 bzw. 105 sehr verschieden. Sowohl in der Nédhe von
tan8 ~ 15 als auch tan 8 ~ 60 sind besonders niedrige Werte von y?> moglich, wobei ersteres vom HOMCMC nicht
gut untersucht wurde.
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