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KAPITEL 1

Einleitung

STYX ist Experiment bei dem Myonen aus sekundirer kosmischer Strahlung gemessen werden, um
deren Winkelverteilung zu bestimmen. Das Ziel dieser Arbeit ist eine neue Spurrekonstruktion mittels
Hough-Transformation fiir STYX zu entwickeln.

Kapitel 2 dieser Arbeit beschiftigt sich mit den physikalischen Grundlagen, dem Aufbau und der
Arbeitsweise des Experiments. Desweiteren wird die bisherige Spurrekonstruktion erldutert, die auf
einem relativ simplen Ansatz beruht. Dabei werden benachbarte Messpunkte gruppiert und bereits aus
diesen Gruppen je vier Spurkandidaten extrahiert. Spéter wird fiir mehrere solcher Gruppen iiberpriift,
ob es dhnliche Spurkandidaten gibt, um diese zu einer Spur zu rekonstruieren. So konnen wichtige
Informationen verloren gehen, da moglicherweise relevante Spurkandidaten fehlen. Darunter leidet die
Rekonstruktionseffizienz.

In Kapitel 3 wird die genutzte Hough-Transformation niher erldutert. Anders als bei der bisherigen
Spurrekonstruktion werden bei der Hough-Transformation zuerst alle Messpunkte in einen Parameterraum
transformiert, in dem jeder Punkt einer Geraden im Bildraum entspricht. Ahnliche Geraden aus dem
Bildraum finden sich in diesem Parameterraum nah beieinander.

Die Auswahl einer geeigneten Spur kann dann einfach iiber die Suche nach Anhdufungen in diesem
Parameterraum geschehen, dem Clustering, auf das in Kapitel 4 ndher eingegangen wird. Hat man
eine solche Anhidufung gefunden, so wird deren gewichteter Durchschnitt berechnet anhand dessen
direkt eine Gerade fiir die rekonstruierte Spur abgelesen werden kann. Dieses Verfahren verspricht eine
bessere Ausbeute der Daten des Experiments, da diese unvoreingenommener betrachtet werden, weniger
Daten fiir die Rekonstruktion einer Spur notig sind und eine Einbindung weiterer Detektor-Module
wesentlich vereinfacht wird. Die Nachteile liegen in der rechenzeit-aufwendigen Clustering-Methode,
die bei groBeren Datenmengen ineffizient wird, da sie schlecht mit der Datenmenge skaliert.

Desweiteren wird noch auf die Besonderheiten eingegangen, die die Messung in STYX mit sich
bringen. Dazu gehoren die Hough-Transformation von Kreisen wie sie in STYX gemessen werden, sowie
eine Messabweichungsbehandlung in Kapitel 5 anhand derer man einen Distanzbegriff extrahiert kann,
der im Clustering benotigt wird.






KAPITEL 2

Das STYX-Experiment

STYX (Straw Tube Young student eXperiment) ist ein Experiment das an der Universitit Bonn im Zuge
des Praktikums eingesetzt wird. Es soll Studenten Grundkenntnisse der Detektorphysik vermitteln. Das
Herzstiick von STYX sind drei Module die strohhalmartige Rohrchen in drei Lagen je Modul zu je 88
Stiick enthalten, wie in Abbildung 2.1 skizziert. Diese bestehen aus ausrangierten Bestandteilen des
ZEUS-Detektors, der am HERA-Beschleuniger am DESY zum Einsatz kam. Im Zuge des Experiments
kommen die Studenten so mit einigen Techniken und Apparaturen eines modernen Detektor in Berithrung.

Abbildung 2.1: Skizze der STY X-Rohrchen

In der Mitte jedes der Rohrchen des STY X-Detektors befindet sich ein Anodendraht. Das tibrige
Volumen ist mit einem Gasgemisch gefiillt. Zwischen dem Anodendraht und einem helixartig im Mantel
liegenden Draht besteht eine Spannung. Die einzelnen Rohrchen fungieren somit als Detektor, wie
in Kapitel 2.1.2 beschrieben. Die jeweilige Messung wird durch ein externes Triggersystem gestartet,
welches aus zwei Szintillatoren sowie je einem davor geschalteten Photo-Multiplier besteht. Diese beiden
sind oberhalb und unterhalb der Rohrchen angebracht. Detektieren diese gleichzeitig das Signal eines
durchschlagenden Myons, wird eine Messung durchgefiihrt. Durch diese Messung von Myonendurch-
gingen die je Rohrchen gemessen werden konnen wird schlieBlich iiber eine Langzeitmessung eine
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zweidimensionale Winkelverteilung der eintreffenden Myonen gemessen, und iiberpriift, ob diese mit der
Erwarteten Verteilung von cos? ¢ entspricht [1].

2.1 Physikalische Grundlagen

2.1.1 Kosmische Strahlung

Primire kosmische Strahlung besteht grofitenteils aus energiereichen Protonen und Elektronen. Diese
Teilchen treffen auf die Gasmolekiile der Atmosphére und interagieren mit dieser. Sie stammen vermutlich
aus zahlreichen Quellen. Neben Sonnenwind werden auch galaktische und extra-galaktische Quellen,
wie Quasare, Strahlung aus Supernovae oder aktive Galaxiekerne dazu gezihlt. Gesicherte Erkenntnisse
woher die teils sehr energiereichen Teilchen kommen gibt es allerdings bisher nicht.

Fiir die Messung ist die Dicke der Atmosphire im Vergleich zur mittleren freien Weglénge der Teilchen
interessant. Fiir Protonen, welche Hadronen sind, entspricht die Atmosphire der elf-fachen mittleren
freien Weglédnge. Fiir Elektronen und Photonen entspricht sie sogar der 27-fachen Strahlungslinge,
welche die Weglidnge beschreibt nach der die Energie der Strahlung auf den Bruchteil % abgesunken ist.
Die Wahrscheinlichkeit, dass primire kosmische Strahlung also Meereshohe erreicht ist fast bei Null
(siehe Kapitel 4.2 und 7.1 in [2]).

Treffen diese Protonen oder Elektronen auf Atome aus der Atmosphére, so gibt es verschiedene
nukleare Interaktionen. Die entstandenen Interaktionsprodukte, auch sekundére kosmische Strahlung
genannt, konnen dann kaskadenartig weitere nukleare Interaktionen hervorrufen bis die Energie dazu
nicht mehr ausreicht. Man spricht in diesem Fall je nach Art der beteiligten Teilchen von einem Hadronen-
oder Elektromagnetischen Schauer.

Den weitaus groften Anteil an primérer kosmischer Strahlung von 85% halten Protonen. Grofitenteils
erzeugen diese dann Pionen (n°, 7%, 77) und Kaonen (K*, K™). Die geladenen Pionen und Kaonen
wiederum zerfallen groBtenteils zu Myon-Neutrino-Paaren, wenn sie nicht selber weitere Reaktionen
hervorrufen.

o ut vy, o u 4y, Kiout+v, Koou 4+, (2.1)

Je groBer die kinetische Energie der Myonen desto geringer ist die Zerfallswahrscheinlichkeit innerhalb
der Atmosphire. Haben diese Myonen also genug Energie, konnen sie die Erdoberfliche erreichen noch
bevor sie weiter zu Elektronen zerfallen. Sie tragen zu 80% zur sekundiren kosmischen Strahlung auf
Meereshohe bei und werden von STYX gemessen (sieche Kapitel 7.1 in [2]).

2.1.2 lonisations-Detektoren

Das Gasgemisch innerhalb der STYX-Ro6hrchen besteht aus dem Edelgas Argon (82%) und Kohlendioxid
(18%). Da Argon als Edelgas weniger Anregungsniveaus besitzt, ist die Wahrscheinlichkeit recht hoch
fiir ein energiereiches Myon ein Elektron komplett aus der Argon-Schale zu schlagen und es somit zu
ionisieren. Die so erzeugten Ladungstriger driften im elektrischen Feld in Richtung der Elektroden.
Die Anzahl der Ladungstréger ist jedoch so gering, dass die von ihnen ausgeldsten Spannungsimpulse
alleine nicht messbar wiren. Deswegen macht man sich Gasverstirkung zu Nutze. Ist das elektrische
Feld groB3 genug, so konnen die beschleunigten Elektronen auf ihrer mittleren freien Wegldnge genug
kinetische Energie aufnehmen um weitere Gasatome zu ionisieren. Dies 19st einen lawinenartigen Effekt
aus, der schlieBlich zu einer messbaren Spannungsdifferenz fiihrt. Dieser gemessene Impuls ist fiir
zylindrische Gasdetektoren in einem gewissen Bereich proportional zur angelegten Spannung (siehe
Abb. 2.2). Die hohen Energien der Elektronen kdnnen zu Anregungen der Argon-Atome fiihren, die
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dann bei ihrer Abregung durch Photoionisation weitere lonisierungskaskaden auslosen und hierbei diese
Proportionalitit zerstdren. Hier kommt der Kohlendioxid-Zusatz ins Spiel, der die Propagierung dieser
Photonen stoppt [3].
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Abbildung 2.2: Gemessene Ladungstréger fiir zylindrische Gasdetektoren in Abhingigkeit der Spannung [4]

Einer der Vorteile der STY X-Rohrchen ist, dass das elektrische Feld fiir eine zylindrische Geometrie
proportional zu % ist. Somit konnen selbst bei relativ niedriger dulerer Spannung in Néihe des Drahtes
sehr hohe Feldstidrken auftreten. Fiir die zum Draht hin driftenden Elektronen kommt es dann nahe am
Draht zur Gasverstirkung [3]. Die relativ leichten Elektronen werden recht schnell vom Draht, der Anode,
absorbiert. Die ionisierten Argon-Atome hingegen driften wesentlich langsamer weg von der Anode und
sind hauptverantwortlich fiir das Spannungssignal auf dieser [5].

Da die Energie der Myonen so hoch ist, durchschlagen diese die Driftkammern der R6hrchen ohne
wesentlich von ihrer Bahn abgelenkt zu werden. Damit kénnen deren Spuren also fiir das Experiment als
Geraden betrachtet werden.
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2.2 Triggersystem und Datenaufnahme

Um die Datenmessung anzustofen wird ein externes Triggersystem verwendet. Dieses besteht aus zwei
Szintillationsdetektoren, die aus einer Szintillatorplatte und einem dahinter geschalteten Photomultiplier
bestehen und oberhalb und unterhalb der STY X-Rohrchen angebracht sind. Wenn Myonen durch das
Szintillationsmaterial dringen und dieses ionisieren, werden Photonen emittiert die dann vom Photo-
multiplier registriert und in ein messbares Signal umgewandelt werden. Durchschlédgt ein Myon beide
Detektoren gleichzeitig, so wird an den Rohrchen eine Messung aufgezeichnet. Der Zeitunterschied
den jedes einzelne Rohrchen zu seinem Kalibrierungswert aufweist, ldsst einen direkten Riickschluss
auf die Entfernung der dem Draht nichsten, ionisierten Elektronen zu. Denn die Driftgeschwindigkeit
kann vereinfacht als konstant angenommen werden [6]. Mehr Informationen zur Spur hat man nicht, und
somit kann man diese Entfernung als Radius des Kreises um den Draht verstehen, an dem die Myonspur
tangential anliegt. Dieser Kreis wird im folgenden STY X-Driftkreis oder kurz Driftkreis genannt [1].
Dafiir miissen die Rohrchen jedoch zuerst kalibriert werden. Das passiert anhand einer Langzeitmes-
sung, bei der fiir jede Triggerung die Zeit in Bezug auf einen beliebigen Zeitpunkt Null gemessen wird.
Da jeder Wert fiir den Radius r etwa gleich wahrscheinlich ist, kann man anhand des Maximums der
Verteilung der einzelnen Messungen etwa %R ablesen und so die einzelnen Rohrchen kalibrieren.

#TRB TDC Channel Time Pulse width Leading/Trailing
Event 308001

3 1 78 19.0986 4
3 2 77 31.0232 4
3 3 78 56.825 4
1 1 82 43.9286 4
1 2 82 65.8725 4
1 3 82 27.0918 4
Event 300002

3 1 28 55.08561 4
3 2 27 30.6696 4
3 3 28 33.129 4
2 1 27 56.2696 4
2 3 27 36.3159 4
1 1 25 46.2617 4
1 2 25 7.8629 4
Event 308083

3 1 76 21.088 4
3 3 76 17.7808 4
1 1 78 42.76A7 4

Abbildung 2.3: STYX-Daten-Datei, u.a. enthaltend: Modul, Layer im Modul, Nummer des Rohrchens, Pulslinge

Man hat also schlieBlich zu jeder Messung die durch Triggerung ausgeldst wird eine Liste mit Rohrchen
und dem zur Messung in diesem Rohrchen gehdrenden Radius R des eigentlichen Driftkreises (siehe
Abb. 2.3). Anhand von der Lage der einzelnen Rohrchen in der zweidimensionalen Anordnung erhélt
man nun auch die Koordinaten des Rohrchenmittelpunktes (A, B).

2.3 Bisherige Spurrekonstruktion

Die bisherige Spurrekonstruktion beriicksichtigt nur das obere und das unteren Modul, das mittlere wird
lediglich zu Testzwecken und wihrend des Versuchs garnicht verwendet. Der bisherige Hauptalgorithmus,
der Vier-Nachbar-Algorithmus, iiberpriift nun fiir jeden Treffer in einem mittleren Layer des oberen und
unteren Moduls die zwei ndchsten Nachbarn im Layer dariiber und im Layer darunter (siehe griine Kreise
in Abb.2.4(c)). Enthalten diese vier Nachbarn mindestens zwei Treffer, so werden Segmente erstellt.
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Unter einem Segment versteht man nun eine Gerade, die tangtial an mindestens zwei Driftkreisen aus
einem Modul anliegt, bestenfalls an allen Driftkreisen der gefundenen Treffer (siehe skizzenhaft g9 riine
Geraden im unteren Layer in Abb. 2.1). Hat man mehrere dieser Driftkreise so gibt es je Kombination von
zweien solcher Driftkreise vier mogliche Teilchenbahnen die tangential an beiden Kreisen anliegen (siche

Abb. 2.4(a)). Die Anzahl moglicher Segmente steigt also quadratisch mit der Anzahl der involvierten
Driftkreise.

(a)

(c) griin: vier Nachbarn, rot und griin:
zehn Nachbarn

Abbildung 2.4: STYX-Driftkreise und daraus rekonstruierbare Spuren

Von diesen Segmenten werden jedoch aus Griinden der Effizienz nur die vier bestpassenden Segmente
genommen und auf Ubereinstimmung mit moglichen gefundenen Segmenten aus dem jeweils anderen
Layer iiberpriift. Gibt es eine zufriedenstellende Ubereinstimmung, wird eine Spur als rekonstruiert
betrachtet. Wird fiir keines der Segmente ein gegeniiber liegendes Segment gefunden, so wird geschaut
ob es Treffer in der Richtung einer der Segmente gibt um dann daraus eine Spur zu rekonstruieren.

Findet dieser erste Vier-Nachbar-Algorithmus keine Spur, so wird ein @hnlicher Algorithmus an-
gewandt, der Zehn-Nachbar-Algorithmus. Dieser nimmt je Treffer in einem mittleren Layer die vier
dariiber liegenden, die beiden seitlich liegenden und die vier darunter liegenden Nachbarn und durch-
lauft ansonsten dieselben Schritte wie der Vier-Nachbar-Algorithmus (siehe rote und griine Kreise in
Abb.2.4(c)).






KAPITEL 3

Hough-Transformation und deren Anwendung

Bei Datenpunkten in Koordinatensystemen, also Bilddaten, méchte man oft moglichst einfach Muster
erkennen, etwa Kreise oder Linien. Bei der Verarbeitung von Datenmengen ist es zudem manchmal
ratsam, diese zuerst zu transformieren, da diese transformierten Daten dann mittels anderer Regeln
verarbeitet oder einfacher gehandhabt werden konnen, etwa zum Zwecke der Mustererkennung. Eine
solche Transformation ist die Hough-Transformation.

Bei dieser Transformation wird jedem gegebenen Punkt eine Funktion im Parameterraum (Hough-
Raum) zugewiesen, abhéngig von der zugrunde liegenden Parametrisierung. Diese Funktion entspricht
dann allen moglichen Werten des gesuchten Musters unter Beriicksichtigung des urspriinglichen Punkts.

3.1 Geradenerkennung mittels Hough-Transformation

In STYX wird nach Spuren von Myonen die mit anndhernd Lichtgeschwindigkeit durch die Strawtube-
Rohrchen schielen, gesucht. Dabei werden diese kaum von ihrer Bahn abgelenkt. Die zu rekonstruie-
renden Spuren sind also Geraden. Insbesondere sind diese Geraden aufgrund von Einschriankungen der
Technik und des Experiments zweidimensional.

Eine Gerade durch einen gegebenen zweidimensionalen Punkt (X, Y) kdnnte man also leicht versucht
sein, genauso wie Paul Hough [7], anhand ihrer Steigung (m) sowie ihres Ordinatenabschnittes (b) zu
parametrisieren wie folgt:

Y=mX+b (3.1

Woraus man leicht nachvollzieht, das fiir die Steigung in Abhédngigkeit des Ordinatenabschnittes folgt:

1 Y
by=—-=b+ = 32
m(b) = -b+ < (3.2)
Diese Parametrisierung ist jedoch hinsichtlich senkrechter Linien problematisch, da diese nicht mit
endlichem m erreichbar sind. Deswegen wird hiufig auf die Hessesche Normalform zuriickgegriffen die

eine Gerade die durch den Punkt (X, Y) lduft, wie folgt parametrisiert [7]:
d(®) = Xcos?+ Ysind (3.3)

Hierbei entspricht d dem minimalen Abstand der Linie zum Koordinatenursprung und ¢ dem Winkel den
das Lot auf der Geraden mit der Abszisse bildet (siche Abb. 3.1). Die Funktion d(:#) umfasst also alle
moglichen Linien im Punkte (X, Y).
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Abbildung 3.1: Darstellung einer Geraden mittels ihrer Hesse-Normalform

Transformiert man nun mehrere Punkte auf diese Art in den Hough-Raum, so entsteht dort fiir jeden
Punkt eine andere Kurve (siehe Abb. 3.2(a) und 3.2(b)). Die Schnittpunkte dieser Kurven entsprechen
dann jeweils genau einem (D, 8), welches wiederum genau derjenigen Linie im urspriinglichen Raum
entspricht, die durch beide Punkte der am Schnittpunkt beteiligten Kurven geht (siehe graue Geraden in
Abb. 3.2(¢)).

> T [ >

* 4* *

2r I 2r

1 * 0} 1

O 1 1 L X _27\ L L 1 1 0 1 1 L
2 3 4 5 0 1 2 3 2 3 4 5

X ) X
() (b) ©

Abbildung 3.2: Einfache Hough-Transformation

Nun wird ersichtlich, warum die Anwendung der Hough-Transformation die Erkennung von Mustern,
in diesem Fall Linien, so einfach macht. Hat man die Punkte erst einmal transformiert, so muss man
im Hough-Raum prinzipiell nur noch geschickt nach Clustern suchen um daraus Linien im Ursprungs-
raum zu extrahieren. Beispielhaft gezeigt in Abb. 3.2(c) als schwarze Linie - fiir diese wurde hier ein
einfacher Mittelwert der Schnittpunkte berechnet. Insbesondere fiir Computer ist dies eine einfache
Herangehensweise um das gewiinschte zu erreichen.

3.2 Hough-Transformation eines Kreises

In STYX hat man nun jedoch keine Punkte aus denen man Linien extrahieren will, sondern Driftkreise.
Man weil3 lediglich, dass die Spur des Myons tangential zu einem solchen Kreise liegt. Das einfachste
Vorgehen ist nun jeden Punkt auf einem solchen Kreis mittels Hough zu transformieren, unter der
Bedingung, dass die Gerade tangential am Kreis anliegt.

10



3.2 Hough-Transformation eines Kreises

Ein solcher Driftkreis K wird durch seinen Ursprung (A, B) sowie seinen Radius R beschrieben. Die
Bedingung an einen solchen gegebenen Kreis ist nun:

x\ _[A+Rcosgp
(y) B (B+Rsin<p) 34

Setzt man diese Bedingung nun in die Hough-Transformation d(¥) = x cos ¢ + y sin ¢} ein, so erhilt man:
d() = (A + Rcos ) cos?d + (B + Rsin ) sin ¢ 3.5)

Dabei ist nun ¢ gerade der Winkel zwischen der Abszisse und der Geraden, die vom Zentrum von K zum
entsprechenden Randpunkt von K fiir ¢ gehort (siehe beispielhaft fiir ein gegebenes ¢ = ® Abb. 3.3(a)).

T~

() (b)

Abbildung 3.3: Wichtige Winkel in der Hough-Transformation eines Kreises

Betrachtet man ein solches @ und den daraus resultierenden Punkt auf dem Driftkreis, so kann man
direkt folgern, dass ® = @ gilt. Hierbei ist ® der zur Geraden gehorige Winkel am Randpunkt fiir das
gegebene @. Und dieses © ist genau das Lot auf der Geraden die tangential an diesem Punkt anliegt, also
der Winkel der Geraden im Hough-Raum (siehe Abb. 3.3(b)). Und mit ¢ = ¢ folgt nun:

d(®) = (A + Rcos?) cos? + (B + Rsin®}) sin (3.6)
= Acosd + Rcos®> ¢ + Bsin® + R sin® 3.7
=R+ Acos? + Bsini (3.8)

Um nun direkt den echten Einfallswinkel abzulesen zu kdnnen, wurde aus Bequemlichkeit diese Funktion
noch um —%7‘( in ¥ verschoben. Und da die Wahrscheinlichkeit der zu rekonstruierenden Spuren fiir
vertikale Einfallswinkel (¢ = 0,7) am groften und fiir horizontale Einfallswinkel (¢ = %n, %n) am
kleinsten ist, wurde aus programmatischer Sicht der Kreis in die linke und die rechte Hilfte aufgeteilt. Es
wird also fiir die rechte Hilfte

d(¥) = R + A cos(d — g) + Bsin(¥ — 7—2T) (3.9)

auf den Intervallen [0, 7] betrachtet.

11
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Fiir die linke Hilfte des Kreises mochte man einen Winkel fiir den gilt % > 7 nun mit einem
Einfallswinkel von © = ¢ — 7 assoziieren, da man weil3, dass die Spur nur von oben kommen kann. Aus
der Verschiebung der Parametrisierung des Kreises ¢’ = ¢ — x folgt:

x\ [A+Rcos¢’y (A+Rcos(p—m) [A—Rcose (3.10)
y] \B+Rsing’] \B+Rsin(p—-n)] \B-Rsing '

sodass sich fiir die linke Halfte auf dem Intervall [0, ] ergibt:

d(®) = (A + Rcos(¢ — g)) cos(¥ — 7 — g) + (B - Rsin(¢/ — g)) sin(® — 7 — g) 3.11)
= (A - Reos((¢ = ) — g)) cos(®) ’—Zr) + (B Rsin((¢' = 9) — g)) sin(d — ’—5) (3.12)
= _R+ Acos(d — g)+Bsin(z9— g) (3.13)

Somit kann nun der gesamte Kreis auf dem Intervall [0, 7] sinnhaftig mittels dieser beiden Funktionen
abgebildet werden, wie beispielhaft in Abbildung 3.4 gezeigt. Die zwei Kurven auf dem Interval [0, 7]
reprisentieren so die beiden Kreishélften. Fiir jeden Einfallswinkel gibt es zwei Losungen auf dem Kreis,
die eine auf der linken, die andere auf der rechten Hélfte, und diese liegen immer um den Abstand 2R
auseinander.

> 37 © :
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2 I
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" :
_oL

07\ \ \ \ 7\ \ \ \
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X v
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Abbildung 3.4: Hough-Transformation eines Kreises

3.3 Hough-Transformation mehrerer Kreise

Ein transformierter Driftkreis K(R, A, B) hat also die Form d(:#) = +R + A cos® + Bsin¢. Fiir einen
zweiten Kreis K'(R’,A’, B’) gilt ebenso d’(1}) = £R’ + A’ cos ¥ + B’ sin®}. Die Schnittpunkte dieser
Funktionen entsprechen im urspriinglichen Raum nun genau denjenigen Tangenten auf dem Rand des
Kreis K welche auch gleichzeitig Tangenten auf K’ sind (siehe graue Linien in Abb. 3.5(¢c)). Dieser
Schnittpunkte gibt es fiir zwei Kreise maximal vier, es sei denn die Kreise wiren ineinander liegend oder
iiberlappend angeordnet. Dies ist bei STYX nie der Fall, sodass es je genau vier Schnittpunkte gibt.

12



3.3 Hough-Transformation mehrerer Kreise

> 6F © [
I 5-
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2,
L 5
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0 2 4 6 0 1 2 3
X ()
(a) Zwei Kreise im Bildraum (b) Die Kreise aus 3.5(a) Hough-transformiert
> gF

o

(c) Graue Linien entsprechen den Werten fiir
die vier in 3.5(b) gezeigten Schnittpunkte

Abbildung 3.5: Hough-Transformation zweier Kreise

Bei mehr als zwei Kreisen multipliziert sich die Anzahl dieser Schnittpunkte quadratisch mit der
Anzahl der Driftkreise. Das hat starke Auswirkungen auf die Effizienz des Clusterings.
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KAPITEL 4

Clustering

Hat man nun mehrere Driftkreise, so multipliziert sich die Anzahl S (n) der Schnittpunkte mit der Anzahl
der Kreise n wie folgt:

-1
S(n) :4”(”2 ) @4.1)
da fiir die Anzahl jeder Kombination von zwei Kreisen aus n gilt:
n n! nn-1)
= = 4.2
(2) (n—2)12! 2 *42)

und es je Kombination von zwei Kreisen genau vier Schnittpunkte gibt. Da jeder Schnittpunkt fiir eine
mogliche Myonenspur steht, heiit das, dass die Anzahl der méglichen Spuren quadratisch mit der Anzahl
der Kreise steigt, die betrachtet werden. In Abbildung 4.1(b) sind beispielhaft die sechs Driftkreise
aus Abbildung 4.1(a) transformiert und in Abbildung 4.1(c) sind nur noch die Schnittpunkte dieser
Funktionen im Hough-Raum gezeigt.

> © 10F ©
5k
5L
S .{_:":f'
or or v
_5-
51
(0)=8 ! | | ! ! L !
0 5 0 1 2 3 0 1
X 0 0
(@) (b) (©)

Abbildung 4.1: Anhdufungen von Schnittpunkten im Hough-Raum

Das Clustering beschiftigt sich nun mit der Suche nach Anhdufungen von Objekten mit Zhnlichen
Eigenschaften und deren sinnvoller Gruppierung in Clustern. Genau dies wollen wir fiir die Schnittpunkte
im Hough-Raum (siehe Abb. 4.1(c)), im weiteren kurz Hough-Punkte, erreichen.
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Kapitel 4 Clustering

Die zugehorigen Geraden zu Hough-Punkten die nah beieinander liegen, teilen offensichtlich dhnliche
Eigenschaften. An dieser Stelle mochte man moglichst alle Punkte die zu einer Spur gehdren, zusam-
menfassen in eine Gruppe, einen Cluster. Die Bedingung vom STY X-Experiment her an einen solchen
Cluster ist also, dass jede Kombination von zwei Punkten innerhalb des Clusters nah genug beieinander
ist, sodass beide dazugehdrigen Geraden noch genug Ahnlichkeit besitzen um von einer Spur zu stammen.
Die Ahnlichkeit unserer Geraden wird also vorerst iiber eine Distanz im Hough-Raum hergestellt.

4.1 Complete-Linkage-Clustering

Beim Complete-Linkage-Clustering handelt es sich um eine Cluster-Methode des agglomerativen hier-
archischen Clusterings, bei dem durch rekursive Vereinigung Cluster zusammengefiihrt werden. Erst
hierdurch wird der Begriff Cluster genauer definiert [8].

Dafiir wird initial jedes Objekt in einen Cluster gelegt (sieche Abb. 4.2(a)). Nun wird fiir jede Kombina-
tion von zwei Clustern diejenige Distanz berechnet, die die grofite unter all ihren inneliegenden Objekten
ist, die Clusterdistanz. Diejenigen beiden Cluster welche die geringste solche Distanz aufweisen werden
dann verinigt zu einem neuen Cluster und der Algorithmus lduft erneut ab. Deswegen nennt man diese
Methode im Englischen auch furthest neighbor method [8].

- * * ] bl » bl *
L i L L
L L L L
(a) vier Cluster (b) drei Cluster (c) zwei Cluster  (d) Endprodukt: zwei
Cluster

Abbildung 4.2: Skizze Complete-Linkage-Clustering

Dies widerholt sich rekursiv so lange, bis alle Cluster zu einem vereinigt sind oder die Clusterdistanz
zwischen den Clustern so gro geworden ist, dass zwischen ihnen keine Ahnlichkeit mehr besteht
(beispielhaft skizziert in Abbildung 4.2(d)).

4.1.1 Effizienz

Ein Nachteil des hierarchischen Clusterings ist die Zeitkomplexitit die fiir Complete-Linkage-Clustering
mindestens O(m? - log m) betrigt, wobei m die Anzahl der Objekte ist. Was weniger ins Gewicht fllt
aber trotzdem nicht missachtet werden sollte, ist der Speicherbedarf der mit O(m?) ansteigt [8]. Um den
Algorithmus moglichst effizient zu gestalten, wird zuerst eine Distanzmatrix erstellt. Diese enthélt fiir
jede Kombination von Spurkandidaten die zwischen ihnen liegende Distanz (siehe Kapitel 5), anhand
derer schnell entschieden werden kann, ob Spuren Ahnlichkeit besitzen oder nicht. Dabei darf nicht
missachtet werden, dass der Speicherbedarf dadurch mit O(m?) ansteigt [8], was aber relativ wenig ins
Gewicht fillt.
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4.2 Clustering von transformierten Driftkreisen

4.1.2 Interpretation des Ergebnisses

Dafiir enthilt das Ergebnis des Complete-Linkage-Clusterings jedoch die Verarbeitung sdmtlicher vor-
handenen Informationen, bezogen auf die definierte Ahnlichkeit bzw. Distanz der Objekte. Das bedeutet,
ein Hough-Punkt ist immer genau in dem Cluster, dem er am néchsten ist.

Da jeder Hough-Punkt einen Kandidaten fiir die Spur eines Myons reprisentiert, entspricht das Ergebnis
der Cluster-Analyse der Zusammenfiihrung dieser moglichen Kandidaten anhand ihrer Ahnlichkeit. Aus
jedem gefundenen Cluster lésst sich ein Mittelwert errechnen, der dann die Spur bestmoglich reprisentiert.

Normalerweise ist ein Driftkreis an mehreren Clustern beteiligt, da er verschiedene tangentiale Ver-
bindungen, also Spurkandidaten, zu anderen Driftkreisen hélt, die untereinander nicht &hnlich sind. Fiir
alle Driftkreise die am Cluster mit den meisten Hough-Punkten beteiligt sind, werden die zu diesen
Driftkreisen gehdrenden Hough-Punkte aus den kleineren Clustern entfernt. Das muss nicht immer
das richtige Resultat liefern, sondern orientiert sich an der bisherigen Vorgehensweise, die an einer
rekonstruierten Spur beteiligten Driftkreise nicht zur weiteren Rekonstruktion zu nutzen.

4.2 Clustering von transformierten Driftkreisen

Beriicksichtigt man nun fiir einen Driftkreis eine Messabweichung in R, wie sie in STYX vorkommt,
dann merkt man, dass eine einfache Distanzmetrik wie etwa:

m(d,d’,9,9) = \(d-d')?+ (@ —)? (4.3)

nicht ausreicht. Beispielhaft kann man das in Abbildung 4.3 betrachten, wo fiir zwei gleichgrof3e Treffer
innerhalb eines Moduls allein die Distanz der Driftkreise eine grole Auswirkung auf den Winkel einer
moglichen Myonenspur haben kann.

(a) (b)

Abbildung 4.3: Auswirkungen der Distanz zweier Driftkreise auf die mogliche Myonenspur und somit auch auf die
Cluster-Zugehorigkeit weiterer Driftkreise
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Kapitel 4 Clustering

Man muss also genauer auf die Besonderheiten der transformierten Kreise eingehen, will man diese
Umstinde nicht vernachlidssigen. Das geschieht im folgenden Kapitel.
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KAPITEL D5

Messabweichung im Hough-Raum

In Kapitel 4 wurde erwihnt, dass die Ahnlichkeit der Hough-Punkte fiir das Clustering iiber die Distanz
im Hough-Raum hergestellt wird. Was dieser Distanzbegriff fiir STY X-Driftkreise bedeutet soll nun
niher erldutert werden.

Es muss entschieden werden, ob zwei Hough-Punkte nah genug zusammen liegen, wenn man deren
Fehler in Betracht zieht. Um das sicherzustellen bedarf es einer Tranformation der Messabweichung
eines Driftkreises in den Hough-Raum und dessen Behandlung dort.

Ein Hough-Punkt entspricht je einem Kandidaten fiir die Spur eines Myons (siehe als Beispiel alle
Geraden in Abb. 2.4(b)). An einem solchen Punkt sind immer zwei Driftkreise beteiligt. Um also zu
entscheiden ob zwei solcher Punkte zur selben Spur eines Myons gehdren kdnnen, sind bis zu vier
Driftkreise involviert. Die Beschreibung der Messabweichungsbehandlung wird anhand von drei Kreisen
erldutert.

> 37 o
2r o
1,
0,
07\ | | | C1 | | |
0 1 2 3 0 1 2 3
X 0
(@) (b)

Abbildung 5.1: Messabweichung eines Kreises in r transformiert in den Hough-Raum
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Kapitel 5 Messabweichung im Hough-Raum

5.1 Messabweichung von Driftkreisen im Hough-Raum

Die einzige Messabweichung von Bedeutung', die zu einem Driftkreis gehort, betrifft dessen Radius.
Man erwartet hier etwa eine Abweichung von 300 um [6]. Zu einem gemessenen Wert von R gehort
also auch ein Ar innerhalb dessen der wahre Wert liegt. Wie aus d(¢}) = R + A cos + Bsin leicht
ersichtlich, hat eine Anderung von R fiir einen Driftkreis lediglich die Auswirkung einer Verschiebung
der Funktionswerte um diese Anderung zur Folge (siche Abb. 5.1).

Transformiert man zwei Driftkreise mit einem Ar in den Hough-Raum, so erhilt man fiir jede Funktion
eine Verschiebung um +Ar (sieche Abb. 5.2(a) und 5.2(b)). Nun hat man die Mdoglichkeit sich die
Auswirkung der Messabweichung auf die Schnittpunkte der Funktionen anzuschauen. Ein vergroerter
Ausschnitt um einen Schnittpunkt sieht man beispielhaft in Abbildung 5.2(c).

> BF o T ©

oF
N
N
o);
o
-
V]
w

(a) b)

Abbildung 5.2: Messabweichung zweier Kreise transformiert in den Hough-Raum

Andert man fiir beide Kreise den Radius um +Ar, so verschiebt sich der Schnittpunkt (®, D) der beiden
Funktionen nur in der Ordinate zu (®, D + Ar) (siehe Schnittpunkte der roten bzw. griinen Kurven in
Abb. 5.2(c)). Desweiteren ist die Form der Messabweichung abhiingig von der Steigung der Kurven in
und um den Hough-Punkt (®, D), und zeigt sich etwa in Form eines Parallelogramm:s.

Somit hat jeder Hough-Punkt eine ihm eigene Messabweichungsfliche im Hough-Raum, im folgenden
auch kurz als A-Flache bezeichnet.

5.2 Zusammenhang von Messabweichungen mehrerer Hough-Punkte

Betrachtet man nun zwei Hough-Punkte und will ermitteln ob diese nahe beieinander liegen, erschlief3t
sich einem, dass man sich anschauen muss ob die A-Flidchen dieser Hough-Punkte einander iiberschneiden.
Die Rinder der A-Flidchen sind Kurven von der Form d(©) = +R + A cos ¥ + Bsin}, somit wirkt das
zunichst recht aufwendig.

5.2.1 Annaherung der Flache einer Messabweichung durch ein Parallelogramm

Da die A-Fliachen augenscheinlich aussehen wie Parallelogramme, liegt es nahe diese auch angendhert in
einer solchen Form zu parametrisieren. Hierfiir wird der Hough-Punkt (®, D) als Mittelpunkt des Paral-
lelogramms gewihlt. Wir wissen aus Kapitel 5.1, dass zwei Ecken des Parallelogramms iibereinander

! Das quadratische Mittel der Abweichung der Rohrchen innerhalb ihres Rasters betrigt 55 um [9]
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5.2 Zusammenhang von Messabweichungen mehrerer Hough-Punkte

liegen, ndmlich diejenigen die genau oberhalb und unterhalb des Hough-Punktes liegen, (®, D + Ar). Au-
Berdem kennen wir die Steigung im Punkt selber. Damit lassen sich mittels einfacher Trigonometrie zwei
Vektoren ablesen, ndmlich derjenige vom Hough-Punkt zur Mitte der rechten unteren Seite des Parallelo-
gramms, H),und derjenige vom Hough-Punkt zur Mitte der rechten oberen Seite des Parallelogramms,
H, (siehe Abb. 5.3(a)).

Hi

(a) (b) hier gilt: |H| = |H,| = 1

Abbildung 5.3: Das dem Parallelogramm eigene Koordinatensystem

Wenn man die Vektoren (ﬁ 1, ﬁz) als Basisvektoren der A-Fliche? versteht, kann man nun jeden Punkt
in der (1, d)-Ebene in dieser Basis darstellen. Wir haben also der A-Flédche ihr eigenes Koordinatensystem
verschafft (sieche Appendix A.2.1).

Transformiert man nun einen beliebigen Vektor V= (®’, D) in diese Basis, so erhilt man dessen
Darstellung in der Basis der A-Fliche: V!. Jetzt kann man ganz einfach testen ob dieser innerhalb der
A-Fléache eines Hough-Punktes liegt, denn es muss nun einfach gelten:

-1<Vvi<l, und -1<Vi<1 (5.1)

Die Anniherung der Fldche an ein Parallelogramm funktioniert auch deshalb recht gut, weil zwei
Driftkreise immer einen Mindestabstand haben. Dadurch werden die Winkel der sich schneidenden
Funktionen an den Hough-Punkten nicht zu spitz, sodass sich die A-Flachen nur sehr gering mit den
Kurven biegen.

5.2.2 Uberschneidung zweier Parallelogramme

Mit der gegebenen Basistransformation kann man nun entscheiden, ob sich ein Hough-Punkt A innerhalb
der A-Fliiche eines Hough-Punktes B befindet und umgekehrt (Uberschneidungs-Typ I, siehe Abb. 5.4(a)).
Die A-Flichen konnen sich jedoch auch iiberschneiden, ohne dass dies der Fall ist. Zur vollen Uberpriifung
einer Uberschneidung fehlen noch zwei Sonderfille.

Zuerst ist es moglich, dass lediglich einer der Eckpunkte der A-Fldche von A innerhalb der A-Fliche
von B liegt und umgekehrt (Uberschneidungs-Typ 11, siche Abb. 5.4(b)). Das ist leicht festzustellen, da

2 A-Fliche und Parallelogramm werden synonym verwendet, soweit nicht explizit auf deren Unterschied hingewiesen wird
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Kapitel 5 Messabweichung im Hough-Raum

O\ ;

(a) Uberschneidungs-Typ I  (b) Uberschneidungs-Typ 11 (c) Uberschneidungs-Typ I11

Abbildung 5.4: Verschiedene Uberschneidungsarten der A-Flichen

man die Eckpunkte leicht mit einfacher Trigonometrie berechnen und diese dann in der entsprechenden
Basis dahingehend iiberpriifen kann (siehe Formel 5.1).

Zuletzt ist es noch moglich, dass sich zwei A-Fliachen iiberschneiden indem sie sich spitz iiberlap-
pen (Uberschneidungs-Typ 11, siehe Abb. 5.4(c)). Auch das kann mittels eines simplen Algorithmus
berechnet werden (siehe Appendix A.2.2).

Die Uberschneidungen so detailiert zu behandeln mag recht aufwendig scheinen, ist aber im Vergleich
zum rechenzeit-aufwendigen Clustering vernachléssigbar.

5.3 Auswirkungen der Messabweichung auf das Clustering

Durch die Behandlung der Messabweichung eines Driftkreises sowie der daraus folgenden Messabwei-
chung fiir einen Hough-Punkt erhélt man also zuerst eine Aussage dariiber, ob zwei Hough-Punkte nah
beieinander liegen. Diese Nihe impliziert eine mogliche Zugehorigkeit beider Hough-Punkte zu einem
Cluster.

Dariiber hinaus lésst sich aus der Transformation der Punkte in die Basis eines der Punkte ein
Distanzbegriff zwischen zwei Punkten ableiten. Fiir die Uberschneidungs-Typen I und /7 wird einfach die
Mitte zwischen beiden Hough-Punkten gewihlt um dann in beiden Koordinatensystemen die Distanz zu
diesem Mittelpunkt auszurechnen. Diese Summe beider Distanzen wird dann als Distanz zwischen den
Punkten interpretiert. Fiir den Uberschneidungs-Typ 11 ist es moglich und wahrscheinlich, dass dieser
Mittelpunkt auBerhalb beider A-Flichen liegt. Deswegen wird ein Punkt innerhalb der Uberschneidung
gewihlt. Danach wird auch hier in beiden Koordinatensystemen der A-Fldchen die Distanz zu diesem
Punkt berechnet und deren Summe dann als Distanz interpretiert. Die Wahl des Punktes innerhalb der
Uberschneidung wird dabei moglichst nah an beiden Hough-Punkten gewihlt.

Damit kann man nun Distanzen zwischen Hough-Punkten vergleichen und somit ein genaueres
Clustering erreichen.

Natiirlich wirkt ein solcher Distanzbegriff recht vage. In dem sowieso schon recht robusten Verfahren
der Hough-Transformation entspricht er allerdings einer sehr guten Schitzung. Auerdem kann man
diese Schitzung noch verfeinern, indem man diese Distanzen noch danach gewichtet zu welchem Typ
von Uberlagerung sie ziihlen (siehe Kapitel 5.2.2).

Aus dem Winkel unter dem sich die Funktionen, die zu einem Hough-Punkt gehoren, schneiden, 14sst
sich grob auf die Distanz der Mittelpunkte der beteiligten Driftkreise schlieBen. Ein spitzer Winkel
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5.3 Auswirkungen der Messabweichung auf das Clustering

entspricht hier eher einem kleinen Abstand und umgekehrt. Anhand dessen kann aus jedem Cluster
dann ein gewichteter arithmetischer Mittelwert berechnet werden, da Hough-Punkte deren beteiligte
Driftkreise weiter auseinander liegen eine genauere Winkelauflosung versprechen (siehe Abb. 4.3). Dieser
Mittelwert entspricht schlieBlich der rekonstruierten Spur.
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KAPITEL O

Fazit

Die Grundidee einer neuen Spurrekonstruktion in STYX durch Benutzung der Hough-Transformation
scheint gut zu dem Experiment zu passen. Die Hough-Transformation iiber den beliebten Weg der
Hesse-Normalform kann ohne groBle Anpassungen auch fiir die Driftkreise benutzt werden, die in
STYX gemessen werden. Statt einer Funktion, die durch einen Punkt entstanden wire, ergeben sich zwei
Funktionen. Diese haben die Form d(}) = £R+A cos ¢+ B sin ¢ und enthalten lediglich einen zusitzlichen
Term, der dem Radius des Driftkreises entspricht. Die Schnittpunkte dieser Funktionen im Hough-Raum
entsprechen moglichen Kandidaten fiir Myonenspuren, die tangential an je zwei Driftkreisen anliegen.

Anhand der Transformation der Messabweichung der Driftkreise wurde ein geeigneter Distanzbegriff
fiir den Hough-Raum geschaffen. Dabei wurden die entstandenen Messabweichungsflichen (A-Flidchen)
im Hough-Raum durch Parallelogramme angendhert. Diese Anndherung lésst es zu, rechnerisch mit
wenig Aufwand zu entscheiden, ob A-Flichen Uberschneidungen haben oder nicht. So kénnen grofe Teile
von Kombinationen wihrend des recht aufwendigen Clusterings ausgeschlossen werden. Dabei wurde
ein moglichst gutes Clustering gewihlt, das jedoch aufgrund seiner zeitlichen Komplexitit fiir grof3e
Driftkreis-Mengen Nachteile birgt, da die Rekonstruktion fiir hunderttausende Spuren, wie im Experiment
durchgefiihrt, deutlich langsamer ist als die urspriingliche Rekonstruktion. Verbesserungen im Clustering
sind daher sicher wiinschenswert, um die Rechenintensitit dem bisherigen Spurrekonstruktions-Verfahren
anzunzhern. Vielleicht findet sich eine Moglichkeit, das Clustering zu beschleunigen ohne wichtige
Informationen zu vernachlissigen. Man konnte beispielsweise Messungen die eine Anzahl an Driftkreisen
iber einem gewissen Wert n enthalten, ignorieren oder mittels des bisherigen Verfahrens berechnen.

Nichtsdestotrotz wird es erreicht mittels des Clusterings das Maximum an Informationsgehalt der
gemessenen Daten zu extrahieren. Fehl-Rekonstruktionen aufgrund des Verlorengehens moglicherweise
relevanter Daten kann weitestgehend ausgeschlossen werden. Au3erdem ist es nun auch moglich Winkel
zu messen die nur innerhalb eines Detektor-Moduls auftreten. Und eine zukiinftige Einbindung des
mittleren Modul, welches bisher ungenutzt ist, kann sehr leicht vorgenommen werden.

Die zur neuen Spurrekonstruktion erstellten Programme werden in den STYX-Quellcode eingebracht
und ermoglichen damit die Auswertung der gemessenen Daten anhand der neuen Methode.
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ANHANG A

Nutzliche Informationen

A.1 Clustering: Zusatzliche Bilder

md L
0 5

X

(a) (b) Arithmetisches Mittel aus allen
Linien der Abb. A.1(a), gebildet im
Hough-Raum

Abbildung A.1: Zu den Schnittpunkten aus Abbildung 4.1(c) gehorende Linien

A.2 Messabweichung von Driftkreisen im Hough-Raum

A.2.1 Basistransformation in den Raum eines Parallelogramms

Fiir eine Basistransformation von einer Basis X = (&g, €4) zu einer neuen Basis Y brauchen wir eine

Basiswechselmatrix. Wir kennen durch einfache Trigonometrie die Basisvektoren der neuen Basis Y in
R .

X: (hy, hy). Es gilt:

2
hi= ) e (A1)
i=1
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Anhang A Niitzliche Informationen

wobei man nun A = («;;); ; nach Bemerkung 1 in [10] als Basiswechselmatrix auffassen kann. Will man
nun einen beliebigen Vektor ay aus X in Y ausdriicken, so folgt nach Bemerkung 3 in [10]:

ay =A"" - ay (A2)
Diese Matrix ist nun fiir unseren speziellen Fall genau:

1 (hzd — hoy

Al =
(h19hag — hoghia) \ —hia i

), wobei auBBerdem gilt: A1y = hoy (A.3)

Als Vorbedingung muss aufierdem gelten, dass A vollen Rang hat. Mit anderen Worten, h1 und /1, miissen
immer einen Winkel aufspannen. Dies ist immer der Fall, da die Steigung von d(¢}) = +R+A cos ¢+ B sin ¢
beschrénkt ist.

A.2.2 Algorithmus flr spitz iberschneidende Parallelogramme

Zur Bestimmung der Uberschneidung von zwei Parallelogrammen X und Y deren beider Ecken je nicht im
anderen Parallelogramm liegen, wird das Koordinatensystem der Parallelogramme zunéchst in Oktanten
aufgeteilt, wie in Abbildung A.2 gezeigt.

4 3 2
/Y

5 » 1

6 7 8

Abbildung A.2: Aufteilung des Raumes in Oktanten

Nehmen wir an, wir befinden uns im Koordinatensystem von X. Nun wird als erstes Bedingung fiir
jeden der vier Eckpunkte von Y geguckt, in welchem Oktant er liegt und ob einer der iibrigen drei
Eckpunkte ihm gegeniiber liegen.

Liegt ein Punkt Y4 in einem Oktanten, so wird ein ihm gegeniiber liegender Punkt Y5 definiert als ein
Punkt der in einem anderen Oktanten liegt, sodass eine Verbindungslinie zwischen Y4 und Y die Fliche
von X schneiden kann (siehe beispielhaft fiir zwei Punkte in Oktanten 1 und 2 Abb. A.3(a)).

Liegt Y4 in einem ungeraden Oktanten, so sind nur die beiden direkten Nachbar-Oktanten sowie er
selber ausgeschlossen. Liegt Y4 hingegen in einem geraden Oktanten, so zéhlt nur der ihm genau diagonal
gegeniiber liegende Oktant sowie dessen direkte Nachbarn als gegeniiber liegend.

Wie aus Abbildungen A.3(b) und A.3(c) ersichtlich, ist die erste Bedingung nur notwendig. Die
hinreichende Bedingung an dieser Stelle ist nun genau die, dass im Koordinatensystem von Y fiir jeden
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A.2 Messabweichung von Driftkreisen im Hough-Raum

7

(a) Den Oktanten 1 und 2 (b) Gegeniiberliegende Punkte (c) Gegeniiberliegende Punkte
gegeniiber liegende Oktanten mit Uberschneidung ohne Uberschneidung
Abbildung A.3

Eckpunkt von X geguckt wird, ob einer der iibrigen drei Eckpunkte ihm gegeniiber liegt. Genau wie in
der ersten Bedingung reicht es hier, wenn man dies fiir einen Eckpunkt von X findet.

Eine Fall wie in Abbildung A.3(b) ist jetzt nicht mehr mdglich, und die beiden Parallelogramme
iiberschneiden sich also.
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